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Résumé

Nous étudions a l’aide de ’équation de Boltzmann linéaire dans I'approxima-
tion hydrodynamique les coefficients de transport (conductivité thermique A,
viscosité de cisaillement 7 et volumique ¢) d’un gaz de molécules maxwelliennes
avec force d’interaction Fiu(r) = X||r||~°, r € R3. En appliquant la théorie
des échelles multiples de temps on désire dégager les coefficients correspondants
a chaque échelle de temps (balistique, propagative, diffusive). On réalise donc
un développement en puissance du petit paramétre e (rapport des énergies d’in-
teraction entre molécules et thermique). Pour des molécules maxwelliennes, les
fonctions et valeurs propres sont connues. Pour un modéle homogéne, on obtient
des coefficients de transport identiquement nuls pour toute échelle de temps.
En effet, ces coefficients sont engendrés par les fluctuations et courants, absents
du modéle homogéne. Dans le cas du modéle inhomogéne & 1’équilibre local
(de variables locales densité, température et vitesse moyenne du fluide), on dis-
tingue deux échelles de temps privilégiées. L’échelle balistique O(g”) engendre
les mémes coefficients que ceux déja établis dans la littérature (voir [CC]). La se-
conde est I’échelle propagative, qui apporte des corrections, ces derniers restant
alors inchangés pour les échelles ultérieures. Les coefficients de conductivité ther-
mique et de viscosité de cisaillement deviennent nuls, de méme pour la viscosité
volumique ¢ qui reste nulle.
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Chapitre 1

Hypothéses et modélisation

1.1 Hypothéses

Soit un gaz de particules identiques de masse m, sans structure interne, et
subissant, des collisions binaires uniquement.

Hypothése 1.1.1 (Approximation hydrodynamique) Supposons que le sys-
teme soit suffisamment proche de I’équilibre local de sorte que l'on puisse écrire
la fonction de distribution comme celle de I’équilibre local donnant les propriétés
d’équilibre, auquel s’ajoute une perturbation donnant les courants, alors

f(r,p,t) = fe(r;p,t)  +fe(r,p,t) 2(r,p,1) (L.1)
—_—— ———
propriétés d’équilibre courants

B n(r,t) exo [ — (p —mv(r, t))2
felr.p,) = (2rmkpT(r,t))>/? p( 2mkpT(r,t) ) (12)

avec n(r,t) la densité de particules, v(r,t) la vitesse moyenne et T(r,t) la tem-
pérature locale.

Avec cette définition la normalisation de f, est
| @ et = e (13)
IRB
[ ®pdrfpn) = N (L4)
R3xQ

ou 2 est le volume de confinement du gaz. On impose de plus que les pro-
priétés d’équilibre soient données par f.(r,p,t), et avec ces notations les gran-
deurs d’équilibre local (densité locale de particules n(r,t), vitesse locale du fluide
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v(r,t), température locale T'(r,t)) sont données par

n(r,t) def. / d3p f(r,p,t) (1.5)
RB
- / &p fo(r,p,1) (1.6)
RB
mvi(r,t) ﬁ /R & pf(rp.1) (L.7)
1 .
ol ) (19)
, )2
Sn(r, )kpT(r,t) & . d3p % f(r,p,t) (1.9)
_ (p—mv)?
_ /IR a*p L (), (1.10)

La troisiéme relation est 1’équipartition de 1’énergie pour des particules ponc-
tuelles (3 degrés de liberté). Ces équations impliquent que f.(r,p,t)®(r,p,?)
doit satisfaire

/ d®p xi(p)fe(r,p,t)®(r,p,t) = O, Vi=1,...,5 (1.11)
IRS

xiP) = {lLpi,p2ps P’} (112)
ce qui définit les invariants de collision {x;(p)}2_;.

Hypothése 1.1.2 (Equation de Boltzmann linéaire) L’équation de Boltz-
mann linéaire au premier ordre en ® est

D
ﬁf(i(r7p7t) = fe(rapat)L[(I)L (113)
avec D P
_ 2., P :
- A R (1.14)

et 'opérateur de collision linéaire L défini par

L[(I)] — / d3p1 d3e/ ‘pl - p‘ . (Xa ‘Plﬂ:P|) fe(I‘,th)X
R3x2 m
X ((I)(rvp{at) + (b(l‘, pf7t) - (I)(I‘,p7t) - q)(rvplat)) ’ (115)

avec o la section efficace différentielle, €', pf ainsi que p{ qui sont définis par

(2.11), (2.23), (2.24) et (2.25).

L’établissemement du membre de gauche de ’équation de Boltzmann linéaire
(1.13) n’est pas trivial (voir [Be] p. 98, [Kr] ou [CC] p.111). Un argument heu-
ristique est

D D D
ﬁf(r7p7t) = ﬁf@(ra pat) + ﬁf@(rvpﬂf)(b(r’ p, t) (116)
=L[f.®]=0(22)

D
= Efe(rvpvt)' (117)
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Hypothése 1.1.3 (Libre parcours moyen) On suppose que les fluctuations
de densité n(x,t) sont suffisamment faibles pour considérer en bonne approxi-
mation le libre parcours moyen constant.

A(x,t) = A(n(r, ) = (n(r,1)) ) +O (An) (1.18)

=Amip

Cette derniére hypothése, qui n’en est pas vraiment une, est nécessaire pour
arriver & dégager un petit paramétre dans notre théorie. En effet, lors de ’adi-
mentionalisation (voir (2.9) et (2.12)), on introduit une grandeur ayant les di-
mensions d’une longueur, notée A, g,. En ordonnant les variables dimensionnelles,
on voit apparaitre un terme qui peut s’interpréter comme un petit parameétre
e (voir 2.13) étant le rapport de l’énergie transmise & une particule de masse
m par le champ d’interaction moyen sur son énergie thermique, si on interpréte
Amfp comme étant son libre parcours moyen. On peut ainsi prendre une valeur
de Amgp "suffisamment" proche de la valeur moyenne du libre parcours moyen,
donnant ainsi un sens et une interprétation au petit paramétre Ang,. Ainsi, seule
Iinterprétation de A\, est importante, ce qui laisse une certaine liberté pour le
choix de sa valeur, et par conséquent justifie pleinement I’hypothése 1.1.3.

1.2 Expression générale des coefficients de trans-
port

Les lois phénoménologiques linéaires de transport de la chaleur de Fourier
Jo(r,t) = =AV,T(r,t) (1.19)
(j4 étant le courant d’énergie) ainsi que de friction de Newton (fluide Newtonien)
P=p(rt)l —2n(A-31(Ve-v(r,1)) = (L(Vy - v(r,t)) (1.20)

définissent les coefficients de conductivité thermique A, de viscosité de cisaille-
ment 7 et de viscosité volumique (, avec

1 /0v; Ov;
Ao 2 (Vi OY 1.21
A (arj + am> (121)

le tenseur des contraintes. p(r,t) est la pression hydrostatique locale. On re-
marque que 7 agit sur les termes non diagonaux de la pression, tandis que ¢ sur
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les termes diagonaux. D’autre part, la description microscopique donne

Pij (I‘, t) _ /]R3 d3p (p - mv)i(P J f(I'7 P, t)
(

1.1 —mv); mv);
(1.1) &p (p )i(p )er(

mv)

r,p,t)
R3 m

=pl

+ / wp PR T b L (e pt) (1.22)
R3 m

2
. ; _ 3 p—mv (p—mv) ;
Jg(r,1) /W P — 5/ (P 1)

(L1) / Pp PV (P - mv)?
R3 m 2m

fe(r,p,t)

=0

2
— mv — mv
+/$d3p p - (p 5 ) fe(r,p,t)®(r,p,t). (1.23)
.

La nullité¢ du premier terme de (1.23) découle du fait qu’a 1’équilibre les cou-
rants sont nuls. En égalant les lois macroscopiques et microscopiques on obtient
les coefficients de transport A et 1. On voit que pour faire la connexion entre
description macro et microscopique pour en tirer A, n et ¢, il faut arriver a
mettre en évidence V,T'(r,t), A et V,v(r,t) respectivement dans les expression
microscopiques.



Chapitre 2

Application de la théorie des
échelles multiples de temps

2.1 Adimentionalisation

2.1.1 Equation de Boltzmann non linéaire

L’équation de Boltzmann non linéaire est

DBtf(rapat) :I[f]v (21)

avec I[f] V'opérateur de collision non linéaire

1= [ @pate PR (e
RBXQ
< (fep! 0 pl )~ fp O fprD)) . (22)

et

D

ﬁ:%JF%VMLF(T)-VP, (2.3)
avec F(r) la force extérieure. Il ne faut pas confondre F(r) dont la forme explicite
n’est pas spécifiée, avec la force d’interaction entre molécules Fip(r).. On vérifie
I’égalité des unités.

Que représente une force Fiy(r) = X/||r]|> ? Comme on I’a déja mentionné,
cette force est a interpréter dans ’approximation du champ moyen, donc il s’agit
bien d’une force qui revét un aspect phénoménologique. La structure de certaines
molécules neutres est telle que dans un tel gaz chaque molécule ressent une force
en ||r||~® sur une certaine plage de densité et de température. L’expérience
permet d’établir qu’une telle force apparait principalement pour des molécules
ayant une structure spatiale relativement complexe. Par exemple, [CC] fournit
a la page 232 les valeurs expérimentales d’une force en ||r||™" pour des tempé-
ratures entre 20 et 100°C' de v = 5.0 pour ’acétyléne, » = 4.8 pour le chlorure
d’hydrogéne, v = 5.6 pour le dioxide de carbone, v = 4.9 pour le chlore, v = 4.6
pour le dioxide de sulfure.
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2.1.2 Equation de Boltzmann linéaire et unités

L’équation de Boltzmann linéaire dans I’approximation hydrodynamique (hy-
pothése 1.1.1) s’écrit avec 'opérateur de collision linéaire L

%fe(r7p7t) = fe(rap’t)L[(I)]v (24)

L= [ dpide 1Pl (y lecpl) 1 a1
R3x2 m
X (<I>(r, pl 1)+ &(r,p’ 1) — B(r,p,t) <I>(r7p1,t)) . (25)

Cette formulation est analogue a celle de [Ce] (p. 159) ou de [Be] (Dorfman, p.
100). On peut vérifier I’égalité des unités :

2

(71, (2.6)

=10 (k) 2

S
avec [f] = %ﬁing A titre de comparaison, passant de ’espace de phase p vers
v, plus fréquemment utilisé dans la littérature, on aurait

m

3 m )
fe(r,v,t) = n(r,t) GrmbnT (x.0))72 exp <_2]CBT(I',t)(V —u(r,t)) ) , (2.7)

L[®] = / ddvyd®e’ |vi —v|o (x,|vi — V|) fo(r, vi, 1) x
R3X2
x (00, vl,0) + @, v/ 1) = O(x,v,t) — B(r,vi,)), (28)

et on vérifie & nouveau que les unités sont bien correctes.

2.1.3 Adimentionalisation

Soient les changements de variables

TZ\ﬁB% L, (2.9)
m Amfp
m
-/ 2.1
C o v (2.10)
1
=/ 2.11
u kTP (2.11)

L (2.12)

X = ——rT
)\mfp

avec Top = (T'(r,t)) une moyenne ou température de référence (par exemple la
température de 1’équilibre global). Introduisons le petit paramétre

m)\mfp&
=—"mn 1 2.13

qui est le rapport de 1’énergie transmise & une particule de masse m par le
champ d’interaction Fy (Fy/m étant I'accélération de cette particule, voir (2.20)
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pour la définition de Fp) sur I’énergie thermique. L’interaction doit donc étre
relativement faible par rapport & ’énergie thermique. Apg, est le libre parcours
moyen supposé constant, dont ’expression pour des sphéres est

1
Amfp = Trnor” no = (n(x,7)), r =rayon de la particule. (2.14)

Procédant & 'adimentionalisation de I’équation de Boltzmann on obtient

D
Dy fe(xu ) = fe(x,u,7)L[P] (2.15)

L) = [ e =l (v = ) f )
x (@0xufi {71) + @ i {r]) = D w {7}) - @(x,wis {7})) . (2.16)

avec

fe(x,u,7) = Af(x—’T)m exp (—1W> (2.17)
)

(27TT(X, T 2 T(x,7)
2 (x, [ur —ul) = Angpnoo <X, kfnTo lug — u|> (2.18)
'R F(J?) T T(Xa T) ~ ’I’L(X, T)
F(x) = —— T = ——— = 2.1
="t Ten = ) = "2 (219)
F=[Fx)], To=Txr), no=(nxr)) (2.20)
D 0
D= g, TW V. +eF(x) -V, (2.21)
_ F_uf
cosy = i S (2.22)
u—uy| luf —uf|
f_
e = — L (2.23)
lu/ — u1|
w =1 (utu+u—ule) (2.24)
uf =1 (utu —[u—wule). (2.25)

Les seules variables qui interviennent sont donc u (fixée), u; (intégrée) et €’
(intégreée).

2.2 Théorie des échelles multiples de temps

La théorie des échelles multiples de temps (voir [Pi]) consiste & découper I’axe
du temps aux différentes échelles de temps (ordres en ¥ auxquels correspondent,
un temps 7 ), ainsi qu’a découpler la physique dans ces échelles de temps décrites
par 7 en développant ® en ordres de puissances de . La substitution de ces
développements dans ’équation a résoudre ainsi que 1’égalité des termes a chaque
ordre en € engendre une infinité d’équations. Les conditions initiales sont ensuite
choisies de fagon & éliminer les divergences & chaque ordre. L’application de la
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théorie des échelles multiples de temps

B) B)
_ —k _ k
T—Z€ Tk — E—ZE 877']6 (226)
k>0 k>0
o(x,u,7) = > oM (x, w0, 71,7, ) (2.27)
k>0 :{"T}
donne
gk O =
Y F - Vy+eF(x) - Vi | fo(x,w {7})
aTk
k>0
= fe(x,u;{7}) Z eFp[@™)],
k>0
(2.28)
avec

L[™] = / By dPe’ [y — 1) 3 (x, [u — u]) fo (6, wrs {7}) %
R3X2

x (806l 7)) + 80 uf: (7)) = 0w (7)) — 0wz {r}).
(2.29)

Les équations aux différents ordres en e sont donc

fex,w{r}HL[®], k=0

(2 +u V) sl i)

<a—|—f(x)~Vu)fe(x,u;{T}) = fox,u{r})L[®W)], k=1

87'1
8%fe@c, u; {r}) = Leow{rhLE®],  k>2
(2.30)

Ces équations dégagent 'existence de 3 régimes. On dit que pour les temps courts
0O(£%), la dynamique est essentiellement balistique. A I’ordre suivant O(e!), il
y a propagation (seul ordre o apparait la force de fagon explicite), tandis que
pour des temps longs O(g¥), k > 2, la dynamique est diffusive.



Chapitre 3

Eléments de théorie spectrale
du gaz de Maxwell

Rappelons qu’il s’agit d’une théorie linéaire, c’est-a-dire que nous étudions
Iopérateur de collision linéaire L. Cette section expose quelques résultats sur le
spectre de 'opérateur de collision linéaire, résultats utiles par la suite.

3.1 Expression spectrale de la solution

Les équations & résoudre sont celles données par (2.30). En général, 'opéra-
teur de gauche de ces équations a toujours comme fonction propre fo(x,u;{7}),
donc on est dans tous les cas amené a résoudre une équation de la forme

G® (x,u; {r}) = L[&P)]. (3.1)
Dans le cas d’un gaz de Maxwell pour lequel

X
I

|Fint (%) = (3.2)

le spectre de L est discret et les fonctions propres v; et valeurs propres A; (i est
un multi-indice) de 'opérateur de collision linéaire L sont connues, et forment

une base de L2(IR®,e~* d3x). Ainsi on décompose ®*) dans cette base

D=3 By (3.3)

i>1

L’équation intégrale de Boltzmann se réduit donc &

G(k) (x,u;{r}) = Z ®r, ZCEMA@%, (3.4)

i>1 i>1
d’ou
(3] GP (x,w; {r1)) = D e (i) = . (3.5)
i>1 =6"”

Ainsi, pour tout vecteur propre v; qui n’est pas dans le noyau de L, le coefficient
est donné par

A9 = (]G (s 7)), (36)

11
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Il existe 5 invariants de collision pour lesquels la valeur propre est nulle :

Ly = Ntpi (3.7)
Ao = 0, Vi=1,...,5, (3.8)

les autres valeurs propres étant strictement négatives \; < 0. La solution finale
peut donc étre décomposée dans la base des vecteurs propres {¢;};>1 de L de la
facon suivante

5
o® = Sy o+ Sy (3.9)
=1 i>6
=}, €ker(L) =oM eIm(L)

: invariants de collision
Lemme 3.1.1 Les coefficients {c( )}5 1 correspondants auz fonctions propres
du noyau de L, c¢’est-a-dire de valeur propre nulle (les 5 invariants de collision)
peuvent étre posés égaur 4 zéro car ces termes ne contribuent pas aux coefficients

de transport, c’est-a-dire <I>( ) — OVEk>O0.

ker —

Preuve (Lemme 3.1.1) Nous proposons deux preuves. La premiére, qui est
une simple argumentation par I’absurde, permet de vérifier rapidement et intui-
tivement ’exactitude du lemme. La seconde est plus formelle.

e Par I’absurde : supposons que {c¢;}?_; # 0. On aura alors

L[®®)] Zc(k)L ]+ L] = Y VL), (3.10)

_0 1>6 i>6

et donc quelque soit la valeur de {c( )}Z 1, la méme équation de Boltz-
mann sera satisfaite. Ainsi, ces coefficients peuvent étre choisis arbitrai-
rement. Par conséquent, I’ expression des coeflicients de transport sera ar-
bitraire car dependante de {c 5_,, ce qui est absurde. En conséquence,
il faut que {cM}2_, =0Vk > 0.

e Ecrivons &) = <I>(k) @Eﬁz, avec @,(Ce)r € ker(L) et @Efg € Im(L). On a
donc L[@éezﬁ] = 0, ce qui implique que l'intégrand de L est nul (car c’est
I’équation de Boltzmann & I’équilibre), ce qui signifie que

B (5, w; {7}) + B (x, wis {7}) = O (x, uf; {7}) + @ (x, 0/ {r}),

(3.11)
ce qui impose que <I>§Cgﬁ est un invariant de collision, donc une combinaison
linéaire de {1, p, p?}. De plus on impose que les grandeurs d’équilibre
soient données par la distribution d’équilibre local f., ce qui donne une

contrainte supplémentaire sur <I>,(€P)T, découlant de (1.11)

/3d3p Xi() fo(r,p,)®¥) (r,p,t) = 0, Vi=1,...,53.12)
R
Xl(p) = {17 P1, P2, P3, p2} (313)

On a donc &%) = A{1, p, p?} qui doit satisfaire (3.12), avec A € R une

ker —
constante de normalisation. Supposons d’abord que fbgz)r =1, alors par
symétrie sphérique de f., lorsque x = {1,p2} Péquation (3.12) ne peut
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pas étre vérifiée. Il en est de méme lorsque @éizn = p?. Lorsque @,(CIZ)T =p,

alors si ¥ = p, (3.12) n’est pas satisfaite. Par conséquent, il faut que
o

b =0V k, d’on {cgk)}?zl =0, ce qui achéve la preuve.

|
Utilisant ce résultat, la solution de G*)(x,u, {r}) = L[®®)] s’écrit finale-
ment avec (3.6) et (3.9)

k) — Z <¢i‘G(k)(Xau§{T})>wi. (3-14)

Ai

{ilx£0}

Si 'interaction n’est pas de Maxwell, alors il est toujours possible de résoudre
le probléme par décomposition sur les fonctions propres du gaz de Maxwell (voir
[CC)).

3.2 Fonctions et valeurs propres de ’opérateur de
collision linéaire

Pour des molécules maxwelliennes, le spectre est discret et les fonctions
propres de I’équation aux valeurs propres

Lpnim = Mithnim, 1 >0, 1>0, me[-1,+]] (3.15)
sont
2n! 1 g(n) 2\ ym (T
Ynim(lu —cl) = mm — 'S (u-0)?) Y, (u - C) (3.16)
avec .
7 =3 i (317)

les polynomes de Sonine qui vérifient

(5[5 el (3.18)

L2([0,00[, zte~*dx) n!

avec (flg) = [, du f*g et ¥} les harmoniques sphériques, dy étant la mesure
sur ’espace L? correspondant. On utilisera souvent dans la suite les expressions
valables V [

SO =1 (3.19)
Sl(l)(sc) = l+1-z (3.20)
SP(x) = LI4+D)I+2) - (1+2)z+1a? (3.21)
ainsi que
I'(n+1/2) = g(anq)u. (3.22)

On a donc la relation d’orthonormalité des fonctions propres

<wnlm|wn’l’m’>L2 (]RS, e—x2 d3x) = Onn/ 01 O - (323)
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On vérifie facilement ’orthonormalité (3.23) avec (3.16) a l’aide de (pour £(a) >
0)
. ELEUH\/%, n pair
/ dz 2™ e = atz 22 (3.24)
R 0, n impair.

La dégénérescence des fonctions propres est de 20+ 1 V1 (engendrée par le nouvel
indice m, da a 'invariance par rotation). Les invariants de collision sont données
par les indices

n=0,l=0m=0
n=11=0,m=0,

et le comportement asymptotique des autres valeurs propres est
Ay = =0t 5 —0. (3.26)

Par (3.14), il suffit donc de calculer les premiers coefficients en n pour avoir une
bonne approximation de la solution.
Il existe une relation (essentiellement une normalisation) entre les polynomes

de Sonine Sl(_t)l /2 et de Laguerre ij-l/ 2, en général plus fréquemment utilisés dans

la littérature, qui est
[IT(n+143/2)
1+1/2 (n)
L, /2 = NCEESY Sl+1/2’ (3.27)

par conséquent la base {¢nim, } dans les polynomes de Laguerre est

2n! Ll S
nlm o _ o L+1/2 o 2 Ym -
im0 el) = | fo T gyl e (- 9?) v (W)
(3.28)
avec
I'(n+1) o, d
l _(_q\yn [\ ) | x, n+l
L, (z) = (-1) F(n—i—l—i—l)efv e (e7x"™ ), (3.29)
et
<L£’l|L'ln.,>L2([07OO[7mle—:{:dm) = Opn- (330)

A nouveau, on vérifie facilement D'orthonormalité dans L2(R3, e d3x) des
Ynim ainsi définies.

Le calcul des valeurs propres nécessite le recours a des formules de quadra-
ture. Les valeurs propres (non adimentionalisées) correspondantes aux fonctions
propres exprimées i 'aide des polynomes de Laguerre sont données par (voir
[Ce] p. 182)

B 2ﬂ_p0 /2

At d9 {B(sin 0)(sin 6)2"+1 (B(0) + B(n/2 — 0))

~(Bnodio + 1)B(0)},

mJo (3.31)

avec P, le polyndme de Legendre d’ordre [, py la distance de plus proche approche
qui satisfait a I’équation (voir [Ce| p. 70, avec u = m/2 la masse réduite, k défini



3.2. Fonctions et valeurs propres de I'opérateur de collision linéaire 15

par le potentiel U = k/r* tel que la force soit F = 4k/r5 = X /r®), avec

V2 (1 Tg) ! 0 (3.32)
m - |- —=— =0, .
7)) Ry
avec V = /%212 ||u — ¢||. Finalement
B0) = ——b(6)-1(6) (3.33)
VXm o de '

avec b(f) donné par 6(b) = [°dz (1—a? — (x/b)‘l)fl/2 et xo solution de 1 —
23 — (20/b)* = 0. Le rapport de ces valeurs propres est donné par [Ce] & la page
184.



Chapitre 4

Modéle homogeéne : équilibre
global

Supposons réalisé ’équilibre global, alors c(x,{7}) = ¢, n(x,{r}) = no,
T(x,{7}) = Tp, donc

folu, {7}) = fu(u) = W exp (~L(u—c)?). (4.1)

4.1 Etablissement des équations

Comme f, ne dépend plus que du champ de vitesse, alors 1’équation (2.28)
devient

eF(x)- (u—c)=—> L@k, (4.2)
k>0

avec

L[o™] = / By dPe’ [y — S (x, [ur — u]) £, (1) x
R3X2

< (@9 (e ufi (7)) + 89 (e uls 7)) - 00 (e us 7)) - 9P (e uis (7)) ).

(4.3)
4.1.1 Ordre £°
L] =0, (4.4)
et donc ®© € ker(L), et par le lemme 3.1.1
30 =0, (4.5)
4.1.2 Ordre &'
F(x)- (u—c)=—L[a&W] (4.6)

Ce qui est une équation intégrale pour ®1). Clest le seul ordre de grandeur
0w apparait la force. Comme le membre de gauche ne dépend de x que par la

16
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fonction F(x), et quil est indépendant des {7}, alors les variables {r} et u
sont découplées et on peut essayer une forme d’essai du type ®(x,u, {7}) =
F(x)B({r}) - ¢ (u - ¢). Or, comme le membre de gauche est indépendant des
{r}, on a B = constante|,y, et donc

oMW (x,u,{r}) = F(x) - ¢V (u - c), (4.7)

de sorte que I’équation a résoudre est

u—c=—L[pW). (4.8)

4.1.3 Ordre £, k> 2

0=L[®®") (4.9)

L’équation étant la méme qu’a lordre £°, on a alors

(4.10)

4.1.4 Interprétations

Il ne reste donc que I’équation intégrale & 'ordre £k = 1 a résoudre. Cette
équation peut étre résolue avec une interaction entre molécules de Maxwell, et
donc le probléme est dans ce cas totalement soluble. Comme ’équation est la
méme pour tout k # 1, alors la solution finale s’écrit, en posant ®*) = ¢V k # 1

o(x,u) = eF(x) - oM (u—c) + pu—c)»y e (4.11)
k#1

Comme ¢ = 0 il ne reste donc que le terme d’ordre £ = 1. Néanmoins, pour
éviter une indétermination du type 0 - co et donc pour que la solution converge,
il faut que ¢ < 1, c’est-a-dire par définition du petit paramétre, que 1’énergie
thermique kgT soit supérieure & ’énergie due au champ de force d’interaction
MAmpFo/m. Une telle interprétation est bien conforme & ce & quoi on pouvait
s’attendre : l'existence méme de notre solution doit montrer une dépendance
claire dans U'hypothése d’existence d’un petit paramétre. Sous cette hypothése, la
solution finale s’écrit donc

d(x,u) = cF(x) - oM (u — c). (4.12)

On voit donc que le coefficient de viscosité sera di aux effets a 1’échelle
k = 1 uniquement, et donc uniquement & ’échelle propagative, ce qui est surpre-
nant car n’apparaissent ni les phénoménes balistiques ni diffusifs. Cependant,
I’application de la théorie des échelles de temps multiples & ce modéle ou on
fait I’hypothése d’équilibre global des grandeurs, qui ne dépendent donc pas du
temps, n’est peut-étre pas appropriée car on applique une théorie basée sur le
temps & un modéle indépendant du temps. On verra néanmoins dans les sections

4.3 et 4.4 qu’il n’y a aucune ambiguité a ce sujet.
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4.2 Résolution des équations

Connaissant les fonctions propres et valeurs propres, il suffit de calculer les
coefficients (intégrales) définissant avec (3.9) et (4.8) pour obtenir

o(x,u) = eF (x) - Z W%zm(lu—cl)- (4.13)
{n,Lm| X #0} "

Neéanmoins, nous ne connaissons actuellement que le rapport de ces valeurs
propres (il y a la dépendance dans le "cut-off" po).

On remarque que ® dépend du champ inconnu c(x, {7}). Cette dépendance
disparait lors de l'intégration dans l’expression des coefficients de transport mi-
croscopiques (1.22) et (1.23).

Cette méthode spectrale n’est pas la plus appropriée. En procédant comme
dans la section 5.5.1, on peut trouver quels sont les coefficients non nuls dans
(4.13). Ainsi, posant w = u — c on doit résoudre L[¢(")] = —w, et on pose

oW (w) = AW (w)w (4.14)
de sorte que 1’équation & résoudre soit maintenant
LIAY (w)w] = —w. (4.15)

Par les mémes arguments que ceux de la section 5.5.1 on a

- 0) (w?
AV (w) = aoSy) (3), weR, (4.16)
donc
®(x,u) = cF(x) -aOSé(/))z (‘2"’—;) w. (4.17)

4.3 Coefficient de conductivité thermique

Etant donné que dans la solution obtenue seul aq est non nul (c’est-a-dire que
les autres coefficients du développement de la solution sur les fonctions propres
de l'opérateur de collision linéaire sont nuls), alors le calcul est en tout point
similaire & celui de la section 5.5.2 et on trouve un coefficient de conductivité

thermique nul
(4.18)

Ce résultat s’'interpréte comme suit. Etant donné que le modéle homogéne,
par définition n’admet ni fluctuations ni courants, alors le coefficient de conduc-
tivité thermique doit étre nul car il est justement engendré par les courants.

4.4 Coefficient de viscosité

Les arguments sont en tous points similaires & ceux de la section 5.5.2, et
aménent & la nullité du coefficient de viscosité de cisaillement

n=0. (4.19)

L’interprétation est la méme que pour le coefficient de conductivité ther-
mique.



Chapitre 5

Modéle inhomogéne :
équilibre local

Le modéle similaire sans théorie des échelles multiples a été étudié dans [Ba],
[Be], [Ce], [Kr] et [BCH].

Ce cas est plus compliqué que le modeéle homogene dans le sens ou f.(x, u; {7})
dépend de x, u, {7} au-travers des 5 grandeurs n(x, {7}), c(x,{7}), T(x,{7})
définissant 1’équilibre local.

5.1 Etablissement des équations

Les inhomogénéités se traduisent par

o af. on oc  Of. oT

— (T} = FE o A Voo e + e 1

ol wATh) = Gr g+ Vele 5+ =50 (5.1)
et -
9 . _ 0fc on Oc  9f OT

Lo wdr}) = =g+ Veler 50 oT Oxr (5.2)

En insérant (5.1) dans (2.28) on est amené a résoudre I’équation

on of, oc  oT Of. ~
Sk O Oe gy, 00 0T O |y g P (%) V.
aTk on 8Tk 8776 oT —_——— —, ,} ——
k>0 P N S N e

~—~—
e ® ® 66
~ Lo {r) YL (5.3)

k>0

Pour calculer (1), (4) et (5) il est nécessaire d’exploiter les relations de conser-
vation de la masse, de 'impulsion et de I’énergie. Pour obtenir ces relations de
conservation, on sait que

D
R dgp Xz(p) ﬁf(rv P, t) =0 (54)

pour tout invariant de collision x;(p) = {1, P, p2}. En procédant & I’adimentio-
nalisation appropriée et en calculant (5.4) avec les invariants de collision succes-
sifs on obtient les lois de conservation cherchées.

19
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@ Loi de conservation de la masse xy =1 :

on N
or =~ Vx (nc). (5.5)

@ Loi de conservation de I'impulsion x = p :

g—:k = % (—ﬁ(c Vi) +enF — Vy (ﬁf)) . (5.6)

@ Loi de conservation de ’énergie y = p? :

oT 2~ ~
877'16 = 7§TVXC —C- VxT (57)

Pour ces trois relations, on remarque que ’on a fait I’hypothése supplémen-
taire que les lois de conservation restent valables pour toute échelle de temps
indépendamment des autres échelles. Cette hypothése se traduit mathématique-
ment par la présence de 'indice k attaché au temps adimentionalisé 7 dans les
dérivées. Pour illustrer la conséquence de ’hypothése en question, prenons par
exemple la loi de conservation de la masse qui est

on

— = -V (nc). 5.8
=~V (iic) (58)
L’application de la théorie des échelles multiples de temps consistant & discrétiser
I’échelle temporelle aurait alors donné

Zsk@ = -V (nc), (5.9)

o,
k>0 k

ce qui signifie que les grandeurs en question sont conservées uniquement en consi-
dérant tous les ordres de temps, et qu’elles pourraient éventuellement étre violées
A certaines échelles. La physique permet alors d’introduire raisonnablement 1’af-
firmation que ces grandeurs doivent étre conservées a toute échelle de temps,
d’ou (5.5).

Le calcul de (2), (3), (6), () et (8) se fait directement avec 'expression (2.17)
de la fonction de distribution d’équilibre f,(x,u;{7}).

©)
0fe _ 1y (5.10)

on n

@ 1
Vefe = ? (u—-c)fe (5.11)

Ofe _ 1r (—3 + (‘12_;)2> (5.12)
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T 2T 2
13
+ = u;(u—c); j) 5.13
7 2 wm-aspt) 619
- - 1
eF-Vyfe=—¢F- (ufc)%fe. (5.14)

En insérant les relations (1) & (8) dans (5.3) et en utilisant les identités

3
dc;
_ )2 — )27 -
;(u C)Zaxi (u—c)?1:D (5.15)
ainsi que

3 0cj
Zui(ufc)iax‘f(ufc)~(c~Vx)c = (u-c)(u—c): D, (5.16)
i,j=1 v

on obtient aprés quelques calculs

v

EZﬁ{a—@Mu-f”
n

k>0
+V§T(@fff—Z)m—cww@n—n(w‘fy—3)@

T 2T 2T 2
+%. K(u_c)(u_c)— (“;C)21) D

=Y e Lje®), (5.17)

k>0

ol (u — c¢)(u — c) est une matrice réelle 3 x 3 d’éléments (u — c);(u — ¢);, D

. . . s s . Bcj .
le tenseur des contraintes adimentionalisé d’éléments D;; = % (g; + 8—? , et si
7 i

A€ M,(K) et Be M,(K) alors A: B=>""._, A;;Bj;.

ij=1

Ecrivant
o), k=0
o) = o0 4 g k=1 (5.18)
0 ¢ 4 ¥@  f>2
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alors I'égalité des ordres en € de (5.17) engendre :
VI ((u—c)? 5)
0E%: —=—- ( —— ——|(u—c
(€): == e 5 ) (u—r¢c)
1 _ 2
—I—? ((u —c)(u—c)— (u3c)1> D = L[®©)]

Solution : ®(©)

n T )2
0(51) cou- an — VfT <(u ~c) — 3) u
" r o7 2 (5.19)

3

1 Jc

7 Z ui(u—c); 63:] LiwM)

ij=1 i

Solution : ®M) = @ 4 ¢

0 Zu-o)-F = L[]

Solution : @2 = &) + ¢ 4 @)

5.2 Commentaires

La premiére équation de (5.19) est celle obtenue & l’ordre €Y, la seconde &
l'ordre ¢! et la derniére & I'ordre e¥ V k > 2. On voit donc & nouveau apparaitre
3 échelles de temps, qui sont I’échelle balistique O(c°), propagative O(g!) et
diffusive O(e¥), k > 2.

On remarque que I’équation & 'ordre £° est exactement la méme que celle
obtenue sans la théorie des échelles de temps (voir [Be], [CC], [Kr]). Par consé-
quent, la solution ®© est connue, et (5.18) se révele donc étre un développement
autour de la théorie connue. Ainsi, les coefficients de transport calculés dans les
ouvrages de références correspondent a I’échelle de temps balistique.

On remarque aussi que la force F apparait uniquement dans les ordres &,
k > 2, alors que dans le cas homogéne elle apparaissait pour e'. En effet, ’ap-
plication de la théorie des échelles multiples de temps avec la discrétisation tem-
porelle élimine ce terme & l'ordre €' et I'ajoute aux ordres suivants. Ce terme
n’est pas annulé dans le cas homogéne car la dérivée temporelle s’annule alors
par indépendance temporelle de la fonction de distribution d’équilibre local f..
L’équation a l'ordre £ > 2 du modéle inhomogene est la méme que celle du
modéle homogéne a l'ordre £ = 1 en posant F = F/T, d’ou la solution donnée
par (4.17)

U@ (x,u; {r}) = ; )(:‘i) ao S0 (VQV—;) w. (5.20)

Ainsi, & une renormalisation prés (qui dépend de la température) de la force,

on obtient le modéle homogene & ’échelle propagative (en fait, cette solution
F

ne contribue pas aux coefficients de transport). Comme est de l'ordre du
rapport de I’énergie due au champ de force par ’énergie thermique, c’est-a-dire
de Pordre du petit paramétre, alors si la température augmente ¥(?) tend vers
zéro, c’est-a-dire que la solution ®? tend vers @), On en conclut ainsi (ce qui
se voit immeédiatement & partir de la solution générale (5.21)) que plus le petit
paramétre diminue (c’est-a-dire plus I’énergie thermique est grande vis-a-vis de
celle du champ de force), plus les solutions aux échelles diffusives et propagatives
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se rapprochent de celle de I’échelle balistique O(e%). Ceci ne semble & priori
pas cohérent car si ’énergie thermique devient grande, il faudrait plutét que le
comportement diffusif domine.

L’explication est la suivante, et réside dans la construction méme de notre
modéle. En effet, par définition du petit paramétre € qui est le rapport de ’éner-
gie du champ de force sur I’énergie thermique, € tend vers zéro si la température
augmente. Par conséquent, étant donné que nous construisons une théorie per-
turbative en ¢, lorsque la température tend vers I'infini, donc ¢ — 0, on doit
retrouver les résultats de I’ordre le plus bas (voir (5.21)), soit €°, ce qui est bien
le comportement observé.

Avec le développement (5.18), la solution finale pour la fonction de distribu-
tion f dans ’approximation hydrodynamique s’écrit

_ (k)| (518) L (50 (1) 4 2g®)
f fe(H—ZcI) ) fo (14 = (<I> +e0® 42y ) . (5.21)

€
k>0

A nouveau, la solution existe si ¢ < 1 (critére de convergence d'uns somme
géométrique établissant (5.21)), c’est-a-dire si I’énergie thermique est supérieure
a D’énergie due au champ de force F. Cette solution montre aussi que plus les
fluctuations thermiques sont grandes vis-a-vis de 1’énergie du champ de force,
plus ® décrivant les courants diminue. Cette interprétation est bien cohérente
car en présence exclusive de fluctuations thermiques, les courants doivent étre
nuls en moyenne.

Finalement, on constate que I’équation & 'ordre ! posséde des termes assez
similaires & ceux de ’ordre €° dont la solution est connue. Néanmoins, les diffé-
rences constatées entre ces termes ont pour conséquence qu’il n’est pas possible
d’exploiter les mémes astuces de calcul que celles pour 1'ordre £° (voir la section
5.4).

5.3 Ordre &°

5.3.1 Reésolution de I’équation

Il s’agit d’un calcul reproduit dans la littérature (voir [Be], [CC], [Kr]), dont
la solution est connue. Il est néanmoins nécessaire d’exposer ici ces calculs, car
la méthode sera exploitée lors de la résolution aux ordres ! et £2.

L’équation & résoudre est

(e 2

(“—30)21> D = LD, (5.22)

1
+=((u—c)(u—c)—
T (
L étant un opérateur isotrope, une séparation de variables angulaires et radiales

est possible en on obtient ainsi les fonctions propres t,,, données par (3.16).
On peut ainsi montrer en posant w = u — ¢ que ®©) est de la forme

v, T 1 w2
o0 = A(w)w - —= +Bw~(ww]l>:D. 5.23
(wyw - YE= + B(w) = d (523)
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En insérant (5.23) dans (5.22) on obtient 2 équations permettant de déterminer
A(w?) et B(w?) :

2
L[A(w)w] = <W~ - g)
2T 2 (5.24)
_w — v
L [B(w) (ww 3 ]l)] wW — 2 1
D’autre part, on remarque que pour un gaz de Maxwell
Llpuim(@)] o< drim(z)
" (5.25)
UV11m () x SS/Q(I)I’ = - (:r — g) x,
ainsi que
L [Yo2m ()] o to2m(z)
» (5.26)
Po2m () x 55/2(a:)x2 = 1.22.
Pour revenir & notre probléme, I’équation (5.24) pour A(w) est
2
L[A(w)w] = (;’7 - %) w, (5.27)
donc avec (5.25)
5.25 (5.25)
L [wnm(ﬁ)} ( o ) L [Sé})z(a:Q)x} o< (a:Q — %) T, (5.28)

d’otl par comparaison de (5.27) et (5.28) on en conclut que la solution A(w)w

est engendrée par S:(,)})Q (‘Q’V—TE) w, c’est-a-dire

A(w)w Sé})Q (W—2> w. (5.29)

L [B(w)O(w?)] = O(w?), (5.30)
donc avec (5.26)
L [tpo2m (z*)] G L {Sé%(xz)xﬂ € 1% (5.31)

d’ott par comparaison de (5.30) et (5.31) on en conclut que la solution B(w)x

X (ww - ‘%21) est engendrée par Sé% (‘;’—;) (ww — %211), c’est-a-dire

2 2 2
B(w) (WW — ‘%]1) x Sé% (;"—T) (ww — WT]l) . (5.32)
Développons A(w) et B(w) dans la base des fonctions propres ¥,
_ (n) (w2
Alw) = Z anS3;5 (;,7)

n>0
= N (5.33)
Bw) = by (37)-

n>0
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Dans ces développements, seul I'indice n apparait car les autres indices [ et m
sont liés aux harmoniques sphériques Y;"* dont notre solution radiale est indépen-
dante. Grace aux résultats (5.29) et (5.32), on voit que A(w) est proportionnel

a Sé})Q (‘2"’—;) et B(w) a Sé% (‘2"’—;), donc dans les développements (5.33), seuls

a1 et by sont non nuls pour un gaz de Maxwell :

Aw) = @Sy (%)

j (5.34)
Bw) = bosi) (%),

5.3.2 Coefficient de conductivité thermique

Le courant d’énergie j,(r,t) & 'ordre €0 est défini microscopiquement par
(1.23), c’est-a-dire

2
O = [ a3p PV (p — mv) ) t). .
3O (x,1) /W P 5 1e(r,p, )2 (r, p,1) (5.35)

On va voir que dans le calcul de jgo), n’intervient en général (c’est-a-dire pour
un gaz non forcément maxwellien) que le coefficient a; du développement (5.33).
Pour calculer jgo), on commence par mettre en évidence les unités de (5.35) en

utilisant les définitions de la section 2.1.3 :
no

fe(r7p7t) = er(xaU; {T}) (536)
_ _ n(x,7) w?
fe(x, u, {T}) = W exp (7 2,1—;()(’7_)) (537)
*O(r,p,t) = O (x,u;{r}) (5.38)
w = u—c(x,7) (5.39)
b = /mpTou (5.40)
v = kfnT%. (5.41)
On obtient ainsi
3/
iy = éi(kif}f "o /]R Pw ww? [ {r))eO (x i {r}).  (5.42)

Dans P’expression de ®()(x,u;{7}) donnée par (5.23), le terme proportionnel
au tenseur des contraintes D correspond a la partie visqueuse du probléme et ne
contribue pas au courant d’énergie j,SO) (pour des raisons évidentes de symétrie, sa
contribution est nulle), si bien que I'expression de &) (x, u; {7}) de contribution

non nulle & insérer dans (5.42) est

B0, 7)) = Alw)w- Y2 (5.43)

ainsi

(kpTp)*2 Pw ww? fo(x,u; {7} A(w)w Vel

i x
ml/2 R3 T

q

1
2

:% f]R?, d3w fe(x,u;{7})w*A(w)
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Or, grace aux invariants de collision qui permettent d’écrire (voir (1.11))

0

/ BPw w fo(x,u; {7} (x,u; {7})
RS

/]R3 dBPw fo(x,u; {T}) w? A(w) VfT, (5.45)

T

on peut ajouter par exemple —72Tw2 dans 'intégrand de (5.44) sans changer

(0)

la valeur de jq ', ce qui donne

(kpTy)3/? 1 VXT

1z o3 /RS dP*w feo(x,u; {7}) A(w) (w4 — 5oTw )

1
2
3/2
G T [t Al g (e (7)) -
m R3

(“’i - 5> w fo. (5.46)

jt(ZO) (I‘, t) =

2T 2 T

(5.24)

LIA(w)]w
(3.20) 2
255 (57 ) w

Insérant le développement (5.33)

=Y a.50) ( ) (5.47)

n>0
dans J(O) on a
3/ Al
+(0) 1 (kgTo)
iO (1) = ~3 1 Zan — (5.48)

n>0

avec I, qui peut étre calculé explicitement utilisant la relation d’orthogonalité
(3.18) des polynomes de Sonine

I, :/}RS EPw fo(x, {r})sg’;;( ) s;};( ) w. (5.49)

Utilisant l’expression (5.37) de fe(x,u;{7}), le changement de variables x =

w/V/ 2T, les coordonnées sphériques puis le changement de variables y = ||x]|2,
on obtient
-4 (n)
In - 1/2 <53/2 ’53/2 >L2([0,oo[,yle_ydy)
. 15 ~
(3.18) 7Tmsnl (5.50)

L’expression de jéo) aveC X = r/Angp €t T(x,7) = T(x,7)/Ty ainsi obtenue

microscopiquement permet d’établir le lien avec la loi macroscopique de Fourier :

5 k3T (r, t)n(r, t) Amep

O, t) = -5 N a1V, T(r, 1) (5.51)
= A0 V. T(r,1), (5.52)
A(O)(r,t) — §k2BT( 7) (,t))\mfpal. (553)

2 \/kaTO
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Le coefficient aq, défini comme la projection de la solution sur le polynéme

2
W
2T
dépend donc de la forme de 'interaction entre les particules. L’expression de a
s’établit en partie numériquement par formules de quadrature. [CC] en donne

I’expression

de Sonine Sé})Q ( ), contient toute la physique microscopique du probléme et

1 kgTy
= — X .54
ay n/\mfp m a‘l(mv )a (5 b )

avec a1 (m, X) un coefficient qui ne dépend que de la masse m et de 'amplitude
de la force d’interaction entre molécules X', défini par

1 /2m 1
X)) = —\ —5—= A =0.436... .
ay(m, X) 27\ X A0 2(5) =0.436.. ., (5.55)

d’ou
11 kpTy, 1
s n)\mfp 2X A2 (5),

(5.56)

[

de sorte que

5 1 k&T(r,t)

AN ) = ——— 2B/ 5.57

=) 2m A2(5) V2mX (5.57)

avec X Pamplitude de la force définie par (3.2). Il s’agit de I’expression que I’'on
peut retrouver dans la littérature (voir [CC], [Kr]).

5.3.3 Coeflicient de viscosité

Le tenseur de pression pY

i (r,t) est défini microscopiquement par (1.22),
c’est-a-dire

—mv),(p—mv);
P (x,t) = pl+ / &p (P )T,EP 5 (. p )OO p.t), (5.58)
»

avec p la pression hydrostatique qui ne fait intervenir que la distribution d’équi-
libre fe(r,p,t) donnée par (1.2)

p = / d®p (p = mv)i(p = mv); fe(r,p,t). (5.59)
R3 m

Nous ne nous intéressons par conséquent pas a p, qui est ainsi trivialement
définie, et évaluons donc la pression hydrodynamique

(0) _ plo)
AP’ (r,t) = P; (r,t) — pl. (5.60)

On va voir que dans le calcul de APZ-(]Q) n’intervient en général que le coefficient
by du développement (5.34). Pour ce faire, on commence par mettre en évidence
les unités de (5.58) en utilisant les définitions de la section 2.1.3 (comme lors du
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calcul du coefficient de conductivité thermique) :

fe(r,p,t) = (mk]:wfe(x’m {r}) (5.61)

. o ﬁ(X,T) w2
b)) = R e () (56
*O(r,p,t) = o (x,u; {r}) (5.63)
w = u—c(x,7) (5.64)
p = VvmkgThu (5.65)
v = kiToc. (5.66)

Ainsi
APZ.(jQ)(r,t) = kpTong /]R3 dPw w; wj fo(x,u; {rHeO(x,u; {7}).  (5.67)
On a

O (x,u; {7}) = A(W)WV%T 4 B(W)% (ww—1): D, (5.68)

le premier terme ne contribuant pas a la viscosité (5.67) pour des raisons de
symétrie. Ainsi

kBTono

APO(r,t) =
T R3

d*w ww f.(x,u; {1}) B(w) (WW — WTQ]I> : D.

(5.69)
Introduisons de nouvelles notations. Soit A € M,,(K) une matrice d’éléments
a;, alors la matrice transposée de A d’éléments a;; sera notée A’. On définit la

[e]
matrice de trace nulle A par

o

A=A- %Tr(A)]l. (5.70)
On définit la matrice symétrisée A par
A=1(A+AY. (5.71)

De ces deux définitions, on conclut que

A= A-1Tr(A)L (5.72)
Dans ces notations, I’équation (5.69) devient

kpTong
T

Pour continuer, nous avons besoin du lemme suivant.

APO(r 1) = /}R d'w ww £.(x,ui {7}) B(w) (w°w: D). (5.73)

Lemme 5.3.1 (Identité tensorielle) Supposons que F(||w||) posséde les pro-
priétés de régularité nécessaires pour que les intégrales suivantes convergent, et
supposons que D ne dépende pas de w, alors

/%d3w F(||w]||) ww (WOVVZ D) = éB/Sd?’W F(||wl]) (WOVVZWOVV).
" " (5.74)
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Preuve (Lemme 5.3.1) Commencons par établir les deux relations suivantes.
Soient A, B € M3(K), alors

o o

B =
:B

=l

:B =

(5.75) : On remarque que

3
= A-11> bja5
ij=1
= A-11(1:A), (5.77)
ainsi
AB = A: (B-11(1:B))
:2;375(2;1) (11:13), (5.78)

d’ou par symétrie

A:B=A:B - A B, (5.79)
ce qui établi (5.75).
(5.76) : Par définition
3 3
A:B = Z aijbji = Z bijaji = B: A, (580)
ij=1 i,j=1

donc A’ : B! = A : B et en utilisant encore A = A on a

A:B = 1(A"+A) ;]
= %At : E—F%A :B
:A:Et
= A:B, (5.81)
d’ou par symétrie - o
A:B=A:B=A:B, (5.82)
ce qui établi (5.76).
Avec (5.75) et (5.76) on en tire
A:B —A:B = AB, (5.83)

et donc en partant du membre de gauche du lemme

/RS Pw F(||wl]) ww (w"w; D) - /R Pw F(ku)ww(ww ;5). (5.84)
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Etudions séparément les parties diagonale et non diagonale de cette derniére
expression.

Un terme diagonal sera de la forme

/]R3 d*w F(||W|\)wﬁ(ww ﬁ)

3

/ dPw F(||w]]) w} Zw 5
R3

1,j=1

3. o
/ 3w F(||w]|]) w} Zw Dy, (5.85)
R3 i=1

car les termes impaires en w; donnent une contribution nulle par symétrie. Pour
calculer cette intégrale, en passant en coordonnées sphériques on a pour i = k

© o] T 27
bkk/ dw F(w)w* w2/ df cos*(0) sin(@)/ de
0

0 0

[ @ F(iwlh wt D
R3

% Jo7 o sin(6)

00 g 27
& / / dwdf dpw?sin @ F(w)w?
o Jo Jo T

Il
(S
Slle
o

(S

Slle

bk /RS d*w F(||w]|) w?. (5.86)

De facon similaire pour ¢ # k, on peut montrer

/ dw F(||w||) wi w? Dy = %m/ dPw F(||w||) w?. (5.87)
R3 R3

Ainsi, les termes diagonaux (5.85) prennent la forme pour k = 1 par exemple

/Rg d*w F(|[wl)w}(ww D)

(e

(% Du +15 Tr 5 d3w F(||w|)) w (5.88)

11 1 Doy 15 D33> / Bw F(||w||) w*
R3

o

Slle

/ dPPw F(||w||) wiw, (ww f)
R3

[t Pl iy 3 i B

k=1
3

= / dPw F(||wl]) wiw;wi D11—|—/ dP*w F(||w|]) wiw; Zwkwl le
kL

=0 : symétrie

(o] e} o

= 2/ dPw F(||W||) WiW; (wlwg 521 +wiws ﬁ;ﬂ +wows 532 ) (5.89)
R3
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Or dans cette derniére équation {i,j} € {(1,2),(1,3),(2,3)}, d’ou pour des rai-
sons de symétrie évidentes un seul des trois termes de l'intégrand donne une
contribution non nulle

/d3wF(|\w||)w,;wj(ww;f) - 25”/ Bw F(||w|]) ww?
R3 3
(5.87) =
ELNES 8 /RSd3wF(\|w||)w4. (5.90)

Ainsi, en insérant les éléments diagonaux (5.88) et non diagonaux (5.90) dans
(5.84)

/ Pw F(||w||)ww(w°w; D) = %f/ SBw F(||lwl)wh.  (5.91)
R3 R3

Finalement, remarquons que

o o o
WWIWW = WW.: WW

3
E 1§ : 2§ : 2
= W;W;W;W; 3 wy wy
i,j=1 i=1 j=1
_ 2.4

donc (5.91) devient

/Sdgw F(||w||) ww (wow: D) - élo)/sd‘gw F(||w|) (wovv:wow>,
" " (5.93)

ce qui achéve la preuve. |
En appliquant ce lemme a (5.73) on a

APO (rt) = % ﬁ/ Pw fo(x,u; {r}) B(w) ww:ww .  (5.94)
R3

Insérant le développement (5.34)

=" 0.50) (W ) (5.95)

n>0
e o 1 0) (w? o 0) (w?
WW= (0)7“]255/2 (ﬁ) WWwW, 85/2 (ﬁ) = 1, (596)
S5/2<?>
on obtient
kTong —
APO(rt) = XD N 1, (5.97)
5T n>0

I, = /IR3 Bw £ (x, u; {7-})55()7/’2 (‘L) WW: 55/2 (WQ) ww . (5.98)
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I,, peut étre calculé explicitement avec (5.92) en procédant de fagon similaire au
calcul du coefficient de conduction thermique :

3 . (n) (w2 l0) (w2 204
I, /R3 d°w fe(x,u;{7})55 (;VTF) Ss/2 <‘2LT) B

_ 16 /om0
= 37T1/2nT <S5/2 S5/2>L2([0,oo[,y5/2c*ydy)
= 10RT26,. (5.99)
Ainsi 5
APO(r,t) = 2nkpTh D, (5.100)
avec
m
D= Amep A, 5.101
\ BpTy (5.101)
on a 5
APO(r,t) = 2 mTkBAmfpnTbOX. (5.102)
0

Or l’expression (1.20) pour la viscosité de cisaillement est

APO(r,t) = —20 (@, 0)(A = 1(Ve-v(r1)) = ~2V (1) A, (5.103)
————
=Tr(A)

d’ott par comparaison de (5.102) et (5.103)

nO(r,t) = —g/mTk:B)\mfpnTbo. (5.104)
0

Le coefficient by, défini comme la projection de la solution sur le polynéme

() (“’f), s’obtient par des formules de quadrature. [CC] en donne

de Sonine 55/2 o7

I’expression

1 kgTy
bg = — \/ b X 5.105
0 n/\mfp m 0(m7 )7 ( )
avec
1 2m 1
bo(m, X) = —4/ o —— 1
O(mv ) 3 X A2(5), (5 06)
donc
1 2kpTy 1 1 1
bp = —— — 5.107
0 3V X A3(5) Augp 1 (5.107)
de sorte que
kgT(r,t) [2m 1
O (p,) = B[220 . 5.108
WO = SRR (5.108)

Il s’agit de lexpression que 'on peut retrouver dans la littérature (voir [CC],
[Kr]). Les valeurs des coefficients de transport A et n ainsi obtenues sont en trés
bon accord avec l’expérience (voir [Be] p. 111, 112.).
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5.4 Ordre ¢!

5.4.1 Résolution de I’équation et coefficients de transport

L’équation & résoudre est

_ ~ 9 3
L] = g Y= VfT.<(“ —<)° 3) — S ws(u—c); 29 (5.100)
n T 2T 2 ij=1 6371

Comme évoqué dans la section 5.2, cette derniére équation est assez similaire
a celle de l'ordre € qui a pu étre résolue. Néanmoins, ces différences ont pour
conséquence qu’il n’est pas possible d’exploiter exactement les mémes astuces
de calcul. En effet, le terme engendrant le coefficient de conductivité thermique,
soit le facteur de V4T'/T, est linéaire en u et non plus en u — c. Ce brisement
de symétrie empéche de poser une forme d’essai pour ®) comme (5.23). Dans
le cas du coefficient de viscosité, la présence de u;(u — c); empéche la mise en
évidence du tenseur des contraintes D, ce qui aurait permis le lien avec les lois
phénoménologiques macroscopiques. Enfin, on ne sait pas comment traiter le
premier terme fonction du gradient de la densité n pour établir un lien avec la
macroscopie. Ces remarques préliminaires permettent de conclure qu’il n’est pas
possible d’appliquer les méthodes standard pour étudier ’ordre £!.

Néanmoins, il est tout de méme possible d’obtenir des résultats en resommant
certains termes de (5.109). Soit w = u — ¢, alors en utilisant

> Oc;
Z wiw]—a—xji =ww: D, (5.110)

ij=1

(5.109) peut se réécrire sous la forme

= = T 2
LvW] = w. Vit +c Vi —VfT . <W~ — Z) W
N n_ . n T 2T

@ @ ®

V.l [w? 3) 1 1< dc;
-2 =-Z)c —=ww:D —= cw;—2= . (5.111
T (2T 2 T T 2 ! Ox; ( )

® ® 5

4,5=1

Grace a la linéarité de L, on peut traiter chaque terme @ a @ séparément,

)

avec solutions respectives \I'%) a \IJ% et solution finale

6
g = Z\p(@?. (5.112)
=1

On calcule directement la contribution de chaque terme aux coefficients de trans-
port.

@ La solution est de la forme

\1182 2 Ag (w)w. (5.113)
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En effet, I’équation pour \IJ%) devient alors

. Vi
L) = L[Vg -A®(w)w} = w20 (5.114)
= LAg(w)w] = w, (5.115)
d’ou
Ag(w) o 850, =1 (5.116)

car dans ce cas A g (W) o ¢o1m(W) qui est fonction propre de I'opérateur
de collision

L{tpo1m(W)] < to1m (W) < w. (5.117)
En résumé, on a donc en écrivant agD le coeflicient de proportionnalité de
(5.116)
1 Vi © 40
\118 = 2= -a Sy hw. (5.118)

e Coefficient de conductivité thermique : on remarque que \I/(Gl)) x

Sé%w, comme lors de I'é¢tude & Pordre £, k > 2 (voir la section 5.5.2).
Or dans ce dernier cas on a établi que la contribution au coefficient de
conductivité thermique est nulle, et par conséquent il en est de méme ici.

e Coefficient de viscosité : comme \I/%) o Sé%w, la discussion est

la méme que pour lordre €*, k > 2, et donc la contribution au coefficient
de viscosité nulle.

@ La solution est de la forme

1 Vxn ‘
\Il® = Ag(w)c. (5.119)

En effet, I’équation pour \If%) est alors

W) _ 7 [wam _ .V
L] = L[ e A®(w)c] = ¢ X% (5.120)
= LlAg(w)] = 1, (5.121)
d’ou

Ag(w) o S1)) =1 (5.122)

car dans ce cas A® (W) o oo (W) qui est fonction propre de 'opérateur
de collision. En résumé, on a donc

o _ Vsl

@ «(0)
® ~— rcag S (5.123)

1/2°

e Coeflicient de conductivité thermique : par la définition (1.23)
du courant d’énergie j, et en introduisant les grandeurs adimentionalisées
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(5.36) a (5.41) on a

P [ au e ety o ()

d3 _ 2 (u—c) xn S(O
x - u(u—c)(u-c) exp( o7 ) A, 1/2
08 Bw ww?e ™

R3
= 0. (5.124)

Cette derniére expression est bien nulle par parité, et donc la contribution
au coefficient de viscosité thermique est ainsi nulle.

e Coefficient de viscosité : en reprenant ’expression (5.67) adap-
tée & notre cas avec 57(3)(:1:) =1Vm

APZ(r,t) = kpTong / Pw wiw; fo(x, v {T})\Ifg (x,u; {7}
R3
- a0 [ ()
R3 (271'T)
YT 2 kpT(Vaii- c)al Iy, (5.125)
avec
I; = / d3x zije ™ (5.126)
R3
Si ¢ # j, alors clairement I;; = 0 par parité. Si ¢ = j, par exemple ¢ = 1,
alors
2 3/2
Iy = / dzy 2f el ( / dz ef) =, (5.127)
R R 2
_VT =n
=73
d’ott
AP2(r,t) = 2
ij (I',t) = kBT(Vxn : C)ao 5ij7 (5128)
ainsi
@ _ @
P®(r,t) = pl+ kT (Vxn-c)ay 1. (5.129)

Un nouveau terme diagonal apparait, qui dépend du coefficient inconnu
® . . . s .
a, - Une connexion avec les lois macroscopiques n’est ici pas directement

possible car le tenseur des contraintes n’apparait pas. Par contre, si aé@ =
0, alors la pression (viscosité) n’est pas modifiée. On va montrer que tel
est le cas. On sait que

Vn
\I/(l) — i‘
@ n

ceAg (W), (5.130)

avec A® (W) o tg0o- Or 1ggp est justement une fonction propre du noyau

de L, ainsi \Il%) € ker(L). Mais par le lemme 3.1.1, les coefficients corres-

pondants aux fonctions propres du noyau de L sont nulles. Par conséquent

a? =0et \IJ%) ne contribue pas a la viscosité.
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@ Décomposons ce terme selon

v, T (w2 3) v..T <w2 5) v..T
. W o— — . w —

o 2

= . =-= X w. (5131
7 7 (5.131)

oT 2 T
® ®

Le terme @ est au signe prés le méme que celui de I'ordre £°, donc
sa contribution au coefficient de conductivité thermique est

/\%) (r,t) = —AO(x,4). (5.132)

Pour ce qui est du terme (b) qui est linéaire en w, la discussion est

en tout point similaire & celle du terme @, et donc ne contribue pas aux
coefficients de transport.

@ Décomposons ce terme selon

~ 2 ~ 2 -~
VT (W 3>c -Vl w3V (5.133)
T 2T 2 T

® ®

Le terme (b), linéaire en c, est en tout point similaire au terme (2),
par conséquent ne contribue pas aux coefficients de transport.

En ce qui concerne le terme @, la solution est de la forme

v, T
g =X
@ 272

cAg(w)w?. (5.134)

En effet, I’équation pour \I!%) est alors

I _ Y, T 2] _ VT 2
= L[Ag(w)w’] = w’, (5.136)
d’ou
Ag(w) o S5 =1 (5.137)

car dans ce cas A@(w)w2 X Po2m (W) qui est fonction propre de 'opéra-
teur de collision. En résumé

V. T
vy = - — cag S, w?. (5.138)

e Coefficient de conductivité thermique : utilisant I’équation (5.42)

(kpTy)®/?

@ P
o /}R dwoww? folxu (T (x i (7))

. 1
g (r,t) = 9
1 (k370)3/2 fo @/ 3 2
= —= — - d (%, u;
1 iz cag | d'w ww fe(x,u; {7})

=0 : symétrie

= 0. (5.139)
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Ce coeflicient reste donc inchangé.
e Coefficient de viscosité : utilisant (5.67) avec le changement de

variables x = w/V/ 2T

Api?(m) = kpTono / Bw wiw; fo(x,u; {7 T (x,u; {7})
R3

&)
Qan @
= —W(VXT'C)OJO IZ_]7 (5140)
avec
L, :/ d3x a:izjx2e*x2. (5.141)
R3

Si ¢ # 7, alors on vérifie facilement que I;; = 0 pour des raisons de parité.
Si i = j, par exemple i = j = 1, alors

3
2
I = E d3x x%xfe x

=1/ R?
2 2
4 —22 —z? 2 —x? —z?
= /dxlxle 1(/dme > +2</dx1x1e 1) /dxe
R R R R
= %714/2 = _ %ﬂ_ —l/2
= 5n3/2, (5.142)
On a donc
APD(x,1) = —2kpn(ViT - c)ag s, (5.143)

qui devient en introduisant les variables dimensionnelles x = r/Angp,

_ /. m
C = kBToV’

APD(r,t) = —g,/mT’@Amfpao@n(r,t)(vrT(r,t).v(r,t))éij. (5.144)
0

Ce terme est purement diagonal, par conséquent ne contribue pas au coef-
ficient de viscosité de cisaillement 7. Par contre, il engendre une contribu-
tion au coefficient de viscosité volumique ¢, dont la définition macrosco-
pique de contribution purement diagonale est AP(r,t) = —((r,¢)1(V, -
v(r,t)). Néanmoins, (5.144) n’a pas en évidence la divergence du champ
de vitesse moyen V,.-v(r,t) ce qui aurait permis de faire la connexion im-
médiate avec la loi macroscopique (le champ de vitesse v(r,t) est & priori
inconnu, donc on aimerait avoir un coefficient qui n’en dépende pas). Ce-
pendant, il faut se rappeler que la loi AP(r,t) = —((r,¢)1(V, - v(r,t))
est linéaire pour un fluide newtonien. Par conséquent, ’expression ob-
tenue de la pression engendre une correction au coefficient de viscosité
volumique. Notons ainsi

C(I‘,t) = Cn(rvt) + Cc(rat)7 (5145)

avec (,(r,t) le coefficient phénoménologique newtonien indépendant de
v(r,t) pour lequel la pression est proportionnelle & V. - v(r,t), et {.(r,t)
sa correction qui peut dépendre du champ de vitesse moyenne v(r,t).

L’expression (5.144) dépend encore du coefficient aSD qui est la projection

de la solution sur le polyndéme de Sonine 54

52" L’égalité de notre calcul
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microscopique avec la loi macroscopique fournit ’expression suivante pour
C(l) (r,t) (en supposant que V. -v(r,t) #0) :

(HO)
(1) 5 [mkp @ V. T (r,t)-v(r,t)
) = 2,/ 2B, t . 5.146
CC’@(ra ) 2 T, fpo n(r ) v, - V(I‘7t) ( )

De plus, [CC] nous enseigne que les coefficients a? ont la forme

@ _ 1 JksTh @
a, = S palL (m, X), (5.147)

avec aSD(m7 X) un autre coefficient qui ne dépend que de la masse m et
de Pamplitude de la force d’interaction entre molécules X. Ainsi

(1) 5 V,T(r,t) -v(r,t) @

t) = —=k X). 14
CC’@(rv ) 2 B Vr . V(r, t) a’O (m7 ) (5 8)
@ Décomposons ce terme selon

1 1 1.2 11
—=ww = —= (ww—:w"l): D —=-w“l1:D. 5.149
T T ( ) T3 (5:149)

® ®

Le terme @ est au signe prés le méme que celui de I'ordre £°, donc
sa contribution & la viscosité est

Ny (r.t) = —n@(x,1). (5.150)

Pour ce qui est du terme (b), la solution est de la forme

1
\11(61)) = —Bg(w)—=w?1:D. (5.151)
3T

En effet, I’équation pour \11(61)) est alors

L) = —LLDL[B@w?] - L1 DGas)
© 3T 3T
—  L[Bgw?] = w?, (5.153)
d’ou

Bg(w) x S, =1 (5.154)

car dans ce cas Bg (W) o o2 qui est fonction propre de 'opérateur de
collision. En résumé,

1

v = — 2 1. DpP50 w2, 5.155
® 3T 0 ( )

5/2

e Coeflicient de conductivité thermique : pour des raisons de sy-
métrie évidentes, ce terme ne contribue pas.
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e Coefficient de viscosité : avec I’équation (5.67) et le changement
de variables x = w/V/ 2T

APS?(I‘J) = kBTOnO/ dPP*w ww; fo(x, u; {T})\I/(l)(Xﬂl; {T})
R3

®
41
_ 7537/2711@3%?1“1;& (5.156)
T
avec
L = | &xzzxe ™. (5.157)

R3
Le calcul de I;;, déja effectué (voir (5.141) et suivants), donne I;; =

5.-.3/25. . Y1) — _m__
T dij, d’ott avec D = Apgp kBToA

AP®(r 1) = fgq/mT]%)\mfpbg’)n(r,t)T(r,t)(]l:A)]l. (5.158)
0

A nouveau, ce terme est purement diagonal et par conséquent ne contri-
bue pas au coefficient de viscosité de cisaillement 7, mais a la viscosité
volumique (. En utilisant

3 3
O0v;
1:A = Y §hi; = 32' = V. v(r, i), (5.159)
ij=1 i=1 v

Pégalité avec la loi macroscopique AP(r,t) = —((r,t)1(V,-v(r,t)) avec
C(rst) = Cal,1) + Go(r, ) engendre

5 mk:B ®
o™t = 3\/70Amfpbo n(x, )T (x, ). (5.160)

De méme, [CC] fournit

® 1 kpTo,®
by, = — b , X)), 5.161
= | e m ) (5.161)
d’ou
¢ r,t) = —ngT(nt)bg@(m,X). (5.162)
@ La solution est de la forme
(1) 1 3 Oc
n _ Rt} ,
v = —?z:;czami/l@(w)wj. (5.163)
En effet, I’équation pour \IJ%) est alors
eI R A )
Vol = T 2 e e
3
1 86j
= —= c; L[A . (w)w
Tij:1 8.’E1 [ @( ) J]
1< oc;
= —= Ci—2w,, Yw 5.164
Tijzz:l O ( )

= LAg(Ww,] = wy, (5.165)
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d’ou ©
0)
A@(w) 5’3/2 =1 (5.166)
car dans ce cas A@ (W)w; o Yo1m (W) qui est fonction propre de 'opéra-
teur de collision. En résumé

3
qf“) = Z Sy hw;. (5.167)

En ce qui concerne les coefficients de transport, la discussion est en tout
point similaire & celle du terme @, c’est-a-dire qu’il n’y a aucune contri-
bution supplémentaire & ces coefficients.

5.4.2 Récapitulation

La contribution & Iordre ¢! au coefficient de conductivité thermique est

A () = =AO(r 1), (5.168)

celle au coefficient de viscosité de cisaillement

(e, t) = —O(r,1), (5.169)

et finalement la viscosité volumique (supposant V, - v(r,t) # 0)

(We,t) = ¢Vet)+ (M) (5.170)
Mty = —2kpT(r, & (m, X) (5.171)
O(r,f) = Sk Y rl®D VD @ oy (5.172)

2Ty v(r,t) %o

avec ¢\ )( ,1) la partie newtonienne et Cc(l)(r, t) sa correction. Malgré ’analogie

selon laquelle ao@, b0® et by sont tous des projections sur le polynéme de Sonine

Sé% (et donc le second membre des équations (5.135), (5.151) et (5.30) est

quadratique en w), on n’a pas agD = by ni bg@ = by. En effet, la différence est
que dans le cas de by, ce second membre est le tenseur de trace nulle WOW, tandis

que pour aSD ainsi que bo@ il s’agit de w? = Tr (ww). Par contre, on en déduit

que agb = bg@ . Un long calcul reproduit dans ’annexe A.l établit la nullité de
ces coefficients
ol =2 =0, (5.173)
d’ou
(W(rt) = ¢Me,t) = ¢MV(rt) =0 (5.174)

5.5 Ordre 6k, k>2

5.5.1 Résolution de I’équation
L’équation & résoudre est
1

Lw?)] = ?17‘ W, (5.175)
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donc on peut essayer une solution de la forme

F
A (x,u; {7}) = Pl AP (w)w, (5.176)
T(x,7)
de sorte que I’équation & résoudre soit
LIA®) (w)w] = w. (5.177)

On se souvient des fonctions propres (3.16) de 'opérateur de collision

Unim () o 2 S{T) 5 (32), (5.178)
par conséquent,

AR (w)w o S5, ()W o Goum (W), (5.179)
avec S:g/)Q (W—f) = 1. Par conséquent, ’équation (5.177) est bien vérifiée, et on
posera

A®) (w) = oL, (32, (5.180)
donc
F(x) 2

() . - -\F 20 (w?

U (x,u; {7}) Toxr) ag Sy (2T)w, (5.181)

avec a(() ) € R le coefficient & déterminer.

5.5.2 Coefficient de conductivité thermique

La déviation ¥(®) par rapport a l'ordre ¢! n’ayant pas de gradient V. T(r,t)
en évidence, il sera alors difficile d’établir le lien avec la loi phénoménologique de
Fourier pour en tirer le coefficient de conductivité thermique. Néanmoins, on va
montrer en suivant la démarche exposée dans la section 5.3.2, que de toute facon
la contribution au coefficient de conductivité thermique est nulle & cet ordre. En
effet, en partant de la définition (1.23) adaptée a notre cas

2
i@, = [ a’p PV RZmY) T@ (r,p,t 182
(P = [ ap PRI e p e, (5152)

que 'on adimentionalise puis y insére le développement

AD(w) =" @5 (%) (5.183)

n>0

et procéde comme dans la section 5.3.2,1 on obtient (5.48)

: kpTy)/?
3P (e, t) = 3( - 10/2 noT Y anly, (5.184)
n>0

1. La condition pour utiliser ces résultats est que ¥(2) ait la méme forme que ®(@, c’est-
a-dire que ¥(2) soit proportionnel a Séy/nz) w.
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avec
2
I, = /R Pw fe(x,u;{T})sg;g( )w.sg;g (%)w (5.185)
_ (n) (1)
= #5T <SB/Q( )‘S3/2(y)>L2([07m[7y3/267ydy) (5.186)
= BThg, ;. (5.187)
Ainsi 3
, 5 (ksTo)
iD(r,t) = - 2( 10/2 noT?7 " alPd, . (5.188)
n>0
N———
*a(12> 0

qui est nul car par (5.181) seul aéQ) est susceptible d’étre non nul. On a ainsi

montré que le courant de chaleur, par conséquent le coefficient de conductivité
thermique, est le méme & l’ordre €2 qu’a 'ordre ¢!

AP (r,t) = XD (x,t). (5.189)

5.5.3 Coeflicient de viscosité

La déviation ¥(?) par rapport 4 I’ordre e! n’ayant pas le tenseur des contraintes
en évidence, il sera dans ce cas aussi difficile d’établir le lien avec la loi phéno-
ménologique. En reprenant Iexpression (5.67) adaptée a notre cas on a

APPwY = kaTomo [ dw i £ )V (i {7}
R3

_ 3
Vor k‘szJnO Z/ 3w w; wj fe(x,u;{T}) x
T D/m

X Fk(x)aé2)5§(/))2 (%) W

k‘BTo’I’LQ ﬁ 3/2 (2)
= = (2 ZFk )ijn, (5.190)
avec
Iijk:/ Bx ;2 e (5.191)
R3

Montrons que I;j, = 0V 4,4, k. Si i # j # k, alors pour des raisons de symétrie
on voit tout de suite que I;;, = 0. Sii=joui =k ou j = k, alors de méme
il est clair que I;zr = 0 & cause de la puissance impaire en z;. Finalement, si
i = 7 = k on aura un terme impair zi qui engendre la nullité de Ijy.

Ainsi APZ.(jz)(r,t) = 0, et le coefficient de viscosité a 1'ordre &2 est le méme
qu’a Vordre !

13 (r,t) = nW(r,1). (5.192)
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5.6 Récapitulation

Nous avons montré que

5 1 kET(rt) c—0
Ar,t) = { 27420 vamx (5.193)
0, e>1,
et
L1 Jrmpopie ) e =0
nr,t) = FTAOV XD (:2) (5.194)
0, e>1,
et
C(r,t) =0, e>0, (5.195)

ot Ay(5) = 0.436. ..

5.7 Interprétations

On conclut que le calcul avec la théorie des échelles multiples de temps n’ap-
porte aucune information de plus que la théorie "classique". Pourquoi 7
Le fait que les lois de conservation soient vraient pour toute échelle de temps
implique que pour les grandeurs T'(x, {7}), c(x,{7}), n(x,{7}) tous les temps
deviennent équivalents. En effet, ces grandeurs vérifient alors les mémes lois de
conservation, et donc il n’existe de fait qu’une seule et unique échelle relevante
de temps. Ainsi, comme I’état est entiérement déterminé par T, ¢ et n, on doit
retrouver cette équivalence des temps (temps unique) dans la solution finale.
Ainsi ces longs et lourds calculs ne font que vérifier une évidence physique qui
est loin d’étre évidente mathématiquement.



Annexe A

Appendices

A.1 Coefficient de viscosité volumique

A.1.1 Position du probléme

Au vu de (5.136) et (5.153), on est ramené dans tous les cas a résoudre une
équation du type
LC(w)w?] = w2 (A.1)

Dans ce cas, on a vu que C'(w) Sé%(w2), ol on notera ¢y le coefficient de
proportionnalité. Considérons le développement

Cw) = > S (w?) (A.2)
p=>0
C = Cww? =D c,C", W =5 (whw?  (A3)
p=>0

Notre but est de calculer a?(m,)ﬁ) = b0®(m,X) = ¢p. Les calculs qui suivent
sont fortement inspirés de [CC]|, donc nous allons dans cette annexe adopter en
grande partie les notations de la référence en question. Cela permet d’établir
plus facilement un lien avec le contenu de la référence, qui fournit une panoplie
d’autres informations complémentaires. Soit

nI[F] = / Pedbde gh fOFO(F +F—Fl — F'),  (A4)
R3x[0,00[%x[0,27]

avec n la densité, g = |c; — c2| la norme des vitesses relatives, b le paramétre
d’impact, € angle polaire de diffusion dans le centre de masse, f(© la distribu-
tion d’équilibre local, c la vitesse. Dans ces notations, ’équation de Boltzmann
& résoudre est

nI[C] = 5L

J/2(w2)w2. (A.5)

éqé(w2)w2 puis intégre sur dc

On multiplie cette derniére relation par C(@ = § /
pour obtenir

/ d®c I[C)CD = / d3c f(o)Sé(/))z(wz)w2Séq/)2(w2)w2. (A.6)
R3 R3

=Bq

44
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Introduisons la notation

[F,G] = / d®c I[F)G, (A7)
R3
alors (A.6) devient
[C,C9] = 3, (A8)
Or par (A.3)
[e? C(q)] = Z [C(p)’c(q)] (A8) By, (A.9)
p=0 .
=bpq
d’ou
Zcpbpq = B (A.10)
p>0

Coefficient j,

Dans (A.10), aussi bien ¢, que by, sont difficiles & calculer. Seul g, est im-
médiat & trouver. En effet, avec

fOd3c = e dBw (A.11)
7r

puis le changement de variables x = w? on a

1

0
By = ~ /R e fOSE (whwr S (wh)w?

4T e

= dz e~ ® 5/25(4) S(O)
27r5/2/0 re - xr 5/2(55) 5/2(5”)
AT o) (0)

- 27T3/2<S532(x)|S5/2(I)>L2([O,oo[,e—mw5/5do:)
4 15

= 5V %0
15

== qu,o. (A12)

Insérant la valeur de §, dans (A.10)

> epbro = Bo, (A.13)

p=>0

or nous savons que ¢, = ¢,0, 0, ainsi (A.13) implique

_ bo

= = A4
bo (A.14)

Co

Notations

Comme mentionné précédemment, nous adoptons en grande partie les nota-
tions de [CC] dans cette annexe, car la démarche de calcul présentée est fortement
inspirée de celle de la référence mentionnée. Néanmoins, cette derniére fait usage
d’un formalisme plus général pour un gaz binaire. Par conséquent, il va falloir
introduire quelques notations supplémentaires permettant de se ramener ensuite
& gaz monomoléculaire qui nous intéresse.
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Soit F' une fonction définie dans le premier domaine de vitesses (on considére
un gaz binaire, pour lequel I'espace des vitesses de chaque espéce est considéré
distinct de I’autre), alors on note

n2I[F] = / Bed®e goy fOfOF +F-F—-1—-F),  (A.15)
R3%2
avec o qui est la section efficace différentielle entre molécules de méme espéce,
tandis que I’on notera a5 celle entre molécules différentes. La définition de I
est similaire & (A.15). Supposons K une fonction des vitesses ¢; et co des espéces
de molécules, alors on écrit

ninalio[K] = / ae’ ddcy O O(K — K')gars (A.16)

R3X2
nlngle[K} = /3 ) d3e’ d301 fl(o)fl(o) (K - K/)gOélQ. (A].?)

R X

Ainsi I1[F] et I12[K] sont fonctions de ¢y, tandis que I2[F] et Io1[K] sont fonc-
tions de co, avec

3/2
m
fi(O) =n; <27T/€BT> exp (_ﬁ(ci — 00)2) ) Ci=ci—co. (A1Y)

Par extension, on définit le produit scalaire [F,G]; comme suit. Supposons que
F et (G soient des fonctions définies dans le premier domaine de vitesses, alors

[F, Gh = d301 Gljl[F] (A].g)
R3

Cette derniére expression, supposant les conditions de régularité usuelles, est
bien bornée car I1[F] ainsi que G sont des fonctions de c¢;. On sait que les
fonctions de distribution vérifient

FOT O = pO g O O g0 pO) O O (0) 0
(A.20)
et on vérifie la relation pour tout ¢

/ d3e’ d3cd3c; gay ¢ (FIG + FGy — F|G' — F'GY)
R x

1
= 1/ d3e’d30d301 ga1(¢+ le — d)ll — ¢/)(F1G+FG1 — F{G/ — FGll)
R x
(A.21)

Utilisant (A.20) et (A.21), si F, H sont définies dans le premier domaine et G,
K dans le second. on peut montrer que

[Fy + Go, Hy + Ka|12 = [Hy + Ka, Fi + G2, (A.22)

ce qui est 'équivalent de [F, G]; = [G, F];1. Si n; et ny représentent le méme gaz
de sorte & ce que a3 = o, alors

[F1,G1+ G2z = [F, G (A.23)

Ce dernier résultat permet, comme on le verra dans la section A.1.1, d’établir le
lien entre les relations générales du gaz composé de deux espéces de molécules
et du cas monoparticulaire qui nous intéresse.
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Expression implicite de b,

Pour obtenir le coefficient ¢y, ayant calculé [y il est encore nécessaire de
trouver bgo- A la lumiére des notations de la section précédente, notons []; au
lieu de [-] donc (A.9) devient

bpg = [CP,CD], = [ST) (w?)w?, L) (w?)w?] . (A.24)

Or, nous ne savons pas calculer b,, directement pour une espéce (cela nous
éloignerait trop des précieux indices contenus dans la référence [CC], établis
dans le cas général du gaz de deux espéces), mais pouvons réaliser le calcul dans
le cas de deux espéces. Ainsi avec (A.23) et (A.24)

bpg =[S (whwd, SS0 (whw3] , + [ST)(whwd, SE7(whwd] .| (A.25)

Nous voyons donc apparaitre deux termes, que nous calculons dans les sections
A.1.2 et A.1.3 respectivement.
A.1.2 Premier terme [1,2],

Pour calculer le coefficient bgg, il est nécessaire d’étudier d’abord le probléme
plus général & deux espéces

bp [S(P)

B (wa?)w, SL0 (wwd] (A.26)

puis poser 1’égalité des espéces lorsque cela s’avére nécessaire. En utilisant la
notation (A.7) ainsi que

Li;(F) =

/ dc;dedb gb £ O (F - F) (A.27)
ning

(voir [CC] p.83), on a

(S5 (wa*)wh, S5 (wa?)wi] |, =

(0) £(0)
5/2 i /d3c1 dcodedb gb £, £

x (S (wa2w? — S (wRw?) S (whiwd.  (A.28)
Avant de continuer, il est nécessaire d’introduire la définition formelle du poly-

nome de Sonine.
Soit s €]0,1[, S = s(1 — s)7!, alors Sfff)(x) est défini par le développement

(3) (§ = me 1-s — nZZOS Sm (.T) (A29)

mfleimﬁ

On peut montrer qu’en réalisant le développement de Taylor de (1—s)~
que lon égale au membre de droite de (A.29), on obtient I’expression (3.17) du
polynome de Sonine. Comparant (A.29) avec (A.28), on en conclut que (A.28)
est égal au coefficient de sPt? du développement en puissances de s et ¢ de

sT\"? 1 (

_ 2 _ T2y _ 2
X (e SWiw? — e W1 W12>wge Twa ' (A.30)
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avec T =t(1—t)71, ¢ €]0,1]. En effet, on le vérifie facilement en insérant (A.29

dans (A.30) que I'on compare & (A.28). En y substituant les valeurs fl(o)dscl =

379 —w? 0 Ta/9 w?
nim—3/2e " Vid3w, et f2( )d3cy = nym—3/2e~Wid3wy avec wi +wi = wi + g2

(voir [CC] p.149, 150), I'expression (A.30) est égale a

ST 7/2 1
(t) = [ Fededbgh (L0a(0) - Lia(x) (A.31)
L) = [ @y e Tty a)

Ainsi, le coeflicient b,, est égal au coefficient de sPt? du développement en puis-
sances de s et ¢t de (A.31). La différence avec le calcul canonique est que dans
notre cas on a w2w2 dans Li(x), au lieu de W/ w/ : wows. Le calcul & réaliser
est le suivant. Il faut simplifier au maximum Li2(x) grace a des changements de
variables judicieux, pour ensuite l'introduire explicitement dans (A.31). Comme
on s’intéresse en particulier au coeflicient by et non pas au cas général by, il va
alors étre possible de réaliser le développement de Taylor de (A.31) en puissances
de s et t pour mettre en évidence le coefficient de s°t°. Finalement, 1’expression
obtenue devra étre exprimée en termes d’une fonction Q(ll)(r) contenant les cal-
culs non triviaux d’intégration de la section efficace, mais qui dans le cas du gaz
de Maxwell est connue et ses valeurs sont données dans [CC].

Simplification de L5
Soient les changements de variables (voir [CC] p.150, 151)

Wi vV M1W0 —\V Mgg (A33)
Wo = v/ M2W0 + v/ Mlg (A34)
Wy = Miwo— /Mg, (A.35)

1

avec |g| = |g'| et M; = mym™, m = E?:l m;, donc dans notre cas My = My =
1/2. Nous garderons pour le moment les variables M; et My distinctes. Ainsi

wi+wi =wi + g’ (A.36)
g-g =g’cosx, (A.37)

donc

Wg + g2 + SWll2 + TW% = ilgwg + i21g2 + 2\/ MlMQWO(Tg - Sg,) (A38)
i10 = 1+ M1S + M>T (A.39)
io1 = 1+ MyS + M;T. (A.40)

Introduisons le changement de variables

1
v =wo+ —MM(Tg— Sg’), d*v = d®wy, (A.41)
112
d’ou )
wi + g2 + Sw? + Tw3 = i1av? + jiag?, (A.42)
avec YRy
Jrg =g — —2 (52 + T2 — 28T cos X) - (A.43)

112
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Gréace a ce changement de variables, I’expression (A.32) devient
Lia(x) = / Ay e 12V g g 22 (A.44)
R3

Exprimons w) = w)(v) et wa = wa(v). Soient les changements de variables

M

viT ml (Tg—Sg)+g, wi=VMv—/Mv (A.45)
M

vy = 71'121 (Tg — Sg’) — g, wo = \/Mov — /M va, (A.46)

de sorte que
w'fw% = MiMov* +v? (MPv3 + M3v3) + AMi My(v - vi) (v - va)
+ MiMovivs + O (v ke N), (A47)
ce qui donne en 'insérant dans (A.44) et en utilisant la relation générale (3.24)

Lia(x) = efjugz71'3/2]\41]\422'1_27/2><

15 . 3 M3v3 + M3v? .
X (4 + 12 (2(v1 va) + 21;41]\4221) + z%QV%v§> . (A.48)

Il reste & calculer vy -va, viv3 et v¥, v3. Des définitions utilisées on a (voir [CC]
p.152, 153)

2
visvy = % (1 = ji2 — cosx) (A.49)
gt
vivi = (vi-va)+ 2 sin? x (A.50)
12
4
(A49) g . .
= 7 (1= ji2 — cosx)* +sin x) , (A.51)

d’ou

- 15
Lia(x) = /2 M Mpe 9128 Z'127/2 (4 +2g*(1 — ji2 — cos x)

. 3 M3EvE 4 Myv?
4ig, o 2V + Movi

401 _ 5 2 2
5 ML +g* ((1 — ji2 — cosx)* + sin X)> (A.52)

Il reste & calculer v et vZ. Pour ce faire, on est obligé de poser le cas particulier
M; = My = 1/2, ce qui est d’ailleurs dans notre modeéle le cas que 'on désire
étudier car les particules sont identiques. Ainsi

M3v2 =+ ]\42V2

et avec la définition de vy et v on a

2 o 11 22 2 2 2

vi+v; = 37 (8%(T? + S%) — 25Tg* cos x) + 2g
12

+ i ((S + T)g2 cosy — (T + S)gz) , (A.54)
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d’ou
. _ 15
Lia(x) = /2 My Mye 91287 ]/ <4 +2g%(1 — j12 — cos x)
3
+g* ((1 = j12 — cos x)? +sin® x) + Zil_;gQ (S? +T* — 25T cos x)

3
+ 3i128% + ng(S +T)(cosx — 1)) (A.55)

Notons

™7 1 1
5 ) (A.56)

GlQ(X) = <St mmLm(X)v

alors
Gra(x) = (1 — y1o) " 7/2e 028" <Z5 +2g°(1 — ji12 — cosx)
+g* (1 = j1z — cos x)® +sin® x) + Ziﬁng (8% +T? — 28T cos )
+ 3i10g% + ggZ(S + T (cos x — 1)), (A.57)

avec
Y12 = M28+M1t = %S-l— %t (A58)
z12 = 2M;Msst(l—cosy) = ist(l—cosy), (A.59)
vérifiant
i1 1—y12 dj12 J12 o = 1— 212
o ) - ) 12 —
ST st Y12 I —y12 I —yi2 (A.60)
s t '
1—s 11—t st o€ 101
Ainsi

—7/2 15 )
Gra(X) = (1 — ya) "7/ 2e 702" <4 +2g° — 2g%j12 — 2% cos x

3
+ gt ((1 — j12 — cos x)? + sin? X) + §g2(T+ S)(cos x — 1))

3 st
4 ST
+ (1= yrp) 220728 3g

+(1- o)V 20128 g? (52 +T% — 25T cos X)
5T
st

(A.61)

Pour continuer, il est nécessaire d’établir quelques identités concernant les
polynémes de Sonine St (x), dont la définition est & titre de rappel

S\ s 1 N T
= e — We 1—-s — S Sm (],‘) (A62)

S
n=0

Lemme A.1.1 (Identités de Sonine) Soit y12 €]0,1[, j12 = i:;iz, Z19 €

[0,1], « € N, alors on a les identités

o, ) P 2\r n
eI (1)l = 8 3 %%5( ) (g?) = Eola) (A.63)

r+a/2—1
r,n>0
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e*jlzgg(l _ y12)*0¢/2 (g

—1— 2) —
9 7128

_ Z g n .
B N S St L (@%) = Eia) (A64)
r,n>0
e_j12g2(1 - y12)_a/2( (2 -1) (% —2) +j128°(j128" —a — 2)) =

(2 g n o(n .
es Y 2 n+z)(n+1)yms§+§3g_3(g2) = Fo(a). (A.65)
r,n>0

Preuve (Identités de Sonine)

1. EQ(O[).
e—]&zgz(l _y12)—°‘/2 =e = =1 2(1 —y12)~ a/2 (A.66)
—g2 lfyi2+y12 (leg ) 1 1
= e 1-y12 (A.67)
; rh (T —yi2)" 1 — 22
2128 ). et 1
= e -g’ S 72 7 e =y —— A.68
Z:o (1 —yro)rte/? (4.68)
(A.62)
5<_>y1:z<_>g2 om0 y?ési‘:’»)a/2fl(g2)
_g? (212g2 n
- 3 s ) (4.9
rn>0 ’

ce qui établit (A.63).

2. E;(a). En dérivant la relation précédente on a pour le membre de gauche

8 . 2 . 2 (0%
—Jj128 _ —a/2) _ o128 _ —a/2-1 (2 _ 5 2
s (e (1—y12) ) e (1 —y12) (2 J128 ),
(A.70)
et pour le membre de droite
_ 212g (n+1) 2\ .
& Z n+ 1)y Sr—i—a 2— 2(g ) = El(a)
6y12 r,n>0 /
=¥ Z nyyy Sr+a/2 ((g%). (A1)

rn>0

Le terme n = 0 de cette derniére expression ne contribue pas, d’ou en
posant m =n — 1 puis m =n on a

Z n .
e 3 1B (g ) = By ()
r,n>0

e e ) Zl?g n+1)y125ﬁ1§1/)2 (&%), (AT2)

rn>0

ay12
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Egalant les membre de droite et de gauche

g Cajr1 (O
e I8 (1 —ypp) /2! (5 —.712g2)

_g? (z128%)" n+1)
=e ® Z T( ) 1257«4_2/2 1(g2)a (A73)
r,n>0 ’
et en posant 5/2 = «/2+ 1 puis S =« on a

o TI128 (1 — yyp) /2 (5 —1-Jieg ) B

e Y Zng S+ 1)yn LS 5(8Y) = Ei(a), (AT4)
r,n>0
ce qui établit (A.64).
3. Es(a). En dérivant (A.64), le membre de gauche devient

0 .
%e—mg (1= y12)_a/2( ($—1) (5 —2) +128°(jr28" —a — 2))
= eijmgz(l - 912)706/271 (% (% - 1) +j1282(j12g2 — a)) , (A_75)

et le membre de droite en procédant comme pour E;(a)

Z g n .
8 3 LB )+ 1S (6D = Baa)

r,n>0

5’2912

Z n
=8 Y 12g n+2)(n+1)y125r+232 ,(g?). (A.76)

r,n>0

Egalant les membres de droite et de gauche

. 2 . .
e IE (1 —gyp) /271 (% (5§ —1) +128° (128" — @)
2\r
_ 128 n
==e% ) j j, ) (n+2)(n+1)ynST 7 (g%, (AT7)

rn>0
avec f=«/2+1puis =«
e 78 (1= 1) 2 ((§ 1) (3 = 2) + j128(neg? — 0 - 2)) =
2
_g2 2128 n .
e ® Y ( 1274 ) (n+2)(n + 1)ypSU1 7 _5(8%) = Fa(a), (AT8)
r,n>0 ’

ce qui établit (A.65).
|
Appliquant ce lemme, (A.61) devient (on élimine les termes en j¥,, k > 1, en
commencant par le plus haut degré) aprés quelques calculs

ST 3 st

_ 2oL 2, 2

Gi2(x) = Eo(5)3g i -i-Eo(9)4 78 g” (S? +T% — 28T cos x) + E»(T7)
35

+ Ey(7) (2 +3g%(cosxy — 1) (1+ 3(T+59)) +2g*(1 - cosx))

+ E1(7) (28*(1 —cosx) — 7). (A.79)
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Que repreésente le résultat obtenu a ce stade? On a exprimé Giz(x) de ma-
niére implicite en fonction des polynémes de Sonine. Pour continuer, il faut ex-
primer explicitement G12(x) en terme des polynomes de Sonine et y remplacer
les expressions de y12 et z12, utiliser la relation binémiale et mettre en évidence
les puissances de s et t. On voit tout de suite que pour mettre en oeuvre cette
mise en évidence il va falloir faire un développement des fonctions S = S(s) et
T = T(t). La mise en évidence de ces coefficients ne sera donc pas aisée pour
tous les ordres. Mais il va étre possible de se limiter & I’ordre le plus bas s°t° car
on désire uniquement bgg.

Développement de Taylor

Remplacant E;(j) et y1o = s/2+1/2, 212 = 1/2st(1 —cos x), S = s(1 —5)7 1,
T=t(1-t)"', ona

_g? (2128°)" , ST
Giz2(x) =e® Z Tyu (S£Z)3/2(g2)3g2%
r,n>0

(n) 9O st
+8,4728) o

+ 81 2(8%) (32 + 3g%(cosx — 1)(1+ 3(T'+ ) + 2" (1 — cos X))

g2(S? + 1% — 28T cos x) + (n+2)(n+ 1SV 7)(g?)

+ (n+ 1)S£1§};(g2)(2g2(1 —cos ) — 7)). (A.80)

Comme yfy = 2%(s +t)" on devrait en toute généralité utiliser la formule du

binéme (a+b)" = Y";'_ (7)a*b"~* pour mettre en évidence les différentes puis-
sances de s et t. Néanmoins, étant donné que nous ne cherchons que bgyg, c’est-
a-dire l'ordre le plus bas s%t9, alors il suffit de développer le membre de droite
de (A.63) au plus bas ordre en s et t avec

ST = O(st) (A.81)
%F = 1+0(s,t) (A.82)
st

op = 14061 (A.83)
2 = 0(s?) (A.84)
T = 0(¥) (A.85)
S = 0(s) (A.86)
T = 0O), (A.87)

ce qui donne
2
Gia(x) = & (2517} (8%) + 55} (8%) (28(1 — cos ) — 7)
+ 35 4+ 3g” cos x +2g*(1 — cos X)) (A.88)

On utilise

SM@) = 1+1-2 (A.89)
SP (@) = 120+ 1)1 +2) — (I +2)z +1/222, (A.90)
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d’ou finalement

15
Gia(x) = e 8 (4 +7g% + g* — 2g% cos x) . (A.91)

On désire obtenir une expression de la forme

Gi2(x) = e g Z Apgri(8/2)P(t/2)7g%" cos' x, (A.92)

pqri=>0

d’ot par comparaison de (A.91) et (A.92) onap=qg=0V r,l, et

Aggoo =

Aot = T (A.93)
Apor1 = -2

Ago20 = 1.

Ces 4 coefficients déterminent l'ordre le plus bas, et par conséquent le premier
terme de bgg.

Expression du premier terme

Commencons par établir un résultat général pour p et ¢ quelconques. On a

) (o 2V 2 (@) (o 2V 2 1 ST vz 3
[Ss/z(wl)whswg(wz)wg]12:@ o d°gdbde gb x

X (L12(0) — L12(x)) + O (Sktla k#p,l#q), (A94)

or on a calculé

ST\? 1 1
Giz(x) = <“> mmLm(X)
= 8 3 Aygn(Mis)P(Mat)7g*" cos' x, (A.95)
p,q,m,1>0
d’ou
1 ST\ 1
M1MQWG1(X) = (315) ﬁLu(X)
1
:MlMgs—/ze_gz Z qurl(Mls)p(Mgt)qurcosl X, (A.96)
T pqri>0
ainsi
1 . 2
[Sé%(wf)w%,Sé%(w%)wg]m:MfHMgHm d®gdbde ghe 8 x

X Z Apgrg® (1 —cos ). (A.97)
>0
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Il y a symétrie de la solution en g, donc d®>g = 4ng?dg. De plus il y a indépen-
dance dans I'angle ¢, ¢ € [0, 27], par conséquent

l
(S (wiywh, Sy (whwil,, = SMPTMET S A0 ()
r,1>0
le)(r) = \/7?/0 dgdbgbe_92g2T+2(1—COSlX).

(A.98)

. 1 . . _
La fonction Qg )(7") est connue pour une force d’interaction en x|~ (calcul
numeérique), c’est-a-dire

W B 1 X = )
Qi5(r) = 5 (2kBT) A(v)T (T +2- ﬁ) , (A.99)
ot A;(v) est un facteur numeérique résultant d’intégrations numériques. Dans le

cas d’'un gaz de molécules maxwelliennes v = 5, My = my/mg = 1/2, My =
mo/mo = 1/2, mg = my + mg = 2m, en utilisant la relation T'(n + 1/2) =

YT(2n— 1), neN
() = e (2 + DA (A.100)

27L
De plus, on a les relations ng) (r)=0et le)(r) >0VI>0,7r>0.
(A.98) et (A.100) avec les valeurs trouvées de A, donnent

(s (whw?, sS0 (whwd],, = —40"(1)

(A.101)
Q(l)(l) 3 \ [2X
! 8 m’

olt A;(5) = 0.422.. ..

Il

I
3
=~
c

A.1.3 Second terme [1,1]s

La démarche est similaire a celle du calcul de [Sé%(wl)w Sé%(wQ)wg]

L’expression en question est égale au coefficient de sPt? de I’expansion de

ST\"*1 [ .
<31§) ﬁ/d‘sgdbdé‘ gb(L1(0) — L1(x)) (A.102)
RS

Simplification de L,

En utilisant les relations

W1 = v/ M1W0 - \/Mgg (A104)
wi = /Miwgy— /Mg’ (A.105)

on a les relations similaires a celles du calcul du premier terme
Wg + g2 + SWI12 + TW% = ilwg + i2g2 — 24/ M1M2w0(Sg’ + Tg) (A].OG)
i1 1+ M(S+T) (A.107)
o = 1+ M(S+T), (A.108)
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ce qui donne
Li(x) = / dBwy efilwg7i2g2+2\/M1]VIzwo(Sg'JrTg)w'le%’ (A.109)
R3
avec
w2 = Mw2+ Mog? — 2¢/M; Mawog'
= leg + M2g2 - 2\/ MlMQWOg/ (Al].())
w? = Myw2+ Mg ? — 2/ M, Mywyg. (A.111)
Soit
My M.
1= iy — %(52 + T2+ 28T cos X) (A.112)
v/ M M-
v = wy— %(Sg’ +Tg), d3v = d®wy, (A.113)
1
alors on établi
—i1wg — i2g” + 2¢/ M Mowo(Sg' + Tg) = —i1v? — jig®, (A.114)
donc
3 —iyvi—jig? 2 2
Li(x) = d°ve ™ WiSW7. (A.115)
RS
Ecrivons w? et w2 en terme de v donné par (A.113). Soit
M
vi = T;(Sg/ +Tg)—g (A.116)
M
vy = .Tl(Sg’ +Tg) - g, (A117)
alors on trouve
wi = /Mv++/Myvy (A.118)
W1 = v/ M1V+ V MQVQ, (A].].g)
ainsi
Wl12 = ]\41V2 +M2V% +2\/M1M2V~V1 (A120)
W% = M1V2+M2V§ +2\/ MlMQV'VQ, (A121)

donc on trouve

wiw? = Myv* + vEM My (V2 + v3) + AMy Mo(v - vi) (v - v2)

+ Mivivi+ 0 (vt ke N). (A.122)

1l est en effet possible de négliger les termes impairs en v car cette derniére ex-
pression va étre intégrée sur une mesure gaussienne dans un domaine symétrique.

On peut donc calculer

o2 15 M
Li(x) = My Mpr®/2e= 08" 7/ <45M1 ta (3 (vi+v3) +2(vs 'VQ))
2
M.
+i3 2 vag). (A.123)

My
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Il est encore nécessaire d’exprimer vy - vo, v2v3 et vi 4+ v3 en terme de g2. Pour

ce faire, on se place déja dans le cas particulier M; = M> qui nous intéresse, ce
qui permet d’obtenir en utilisant g-g’ = gZcosx et g A g’ = gZsiny

2
Vi-Vy = f—(lflercosx) (A.124)
1
4
vivy = %(2+2cosx—2cosxj1—2j1—|—j12) (A.125)
1
22— 2B A (S 4 T)cosy) + 27 A12
vitvy = " (I —j1— My (S+T)cosx) + 2g". (A.126)

Ainsi, en gardant les variables M; et My ou cela n’a pas été nécessaire pour
obtenir les relations (A.124) a (A.126) on trouve aprés quelques calculs

. _ 15
Li(x) = M1M27r3/2e_]1g2i1 7/2 (4 + 3g?%i1 (1 — cos x) + 5g? cos x + 5g*
— 5g2j1 + 2g* + 2g* cos x — 2g* cos yj1 — 2g*j1 + g4jf> (A.127)

On peut montrer que i1 et j; sont aussi égaux &

o= = MQ(S(IJFI;))ZZ <Mt§ = My)st (A.128)

1 — st(M2 + M2 + 2M; M.
i = SUME + My + 2My M, cos x) (A.129)
1— M2(8 + t) + (MQ — Ml)St

d’ou en définissant

21 = st(M?+ M2+ 2M; M cos ) (A.130)
Yy = Mg(S + t) — (MQ — Ml)St (A131)

on a les relations similaires que lors du calcul du premier terme

21—y djp2  _ g2 i = )
ST st 0y12 1—yi2’ 11—y (A.132)
s t ’
- : T = e 10,1,
1—s 1t s 10,1

donc le lemme A.1.1 utilisé pour effectuer la mise en évidence des polynoémes de
Sonine est aussi valable dans notre cas présent. Etudions la fonction

ST)7/2 1

Gi(x) = <St — L1(x), (A.133)

alors en appliquant le lemme A.1.1 on obtient

M M. ST
Gi(x) = - 3g%(1 — cos x)— Ey(5) + Eo(7) (2g4(1 + cosx) + 10)
w3/2 st

+ Ex(7) + Ev(7) (28” + 287 cos x — 4) ) . (A.134)
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En y substituant I’expression de F;(j) on a

MM, 2 (Z g2)T " ST _(n
Gi(x) = 7_‘_13/226 & Z 27,91 3g”(1 COSX)75£+)3/2( %)
r,n>0 ’

+(n+2)(n+ 1SV (8?) + S (8% (28 + 2" cos x + 10)

+ (n+ )Sﬁ’fg};( %) (2g® + 2g® cos x — 4)) (A.135)

Développement de Taylor

A nouveau, ne prenant que ’ordre le plus bas = n = 0 et le premier ordre
du développement de Taylor des fonctions de S, T', s et ¢, en utilisant

1 5
el = 3-8 (A.136)
2) 155, 1y
Si)(8 g’ = 7 28 T38 (A.137)
on obtient
My M- 15
Gi(x) = it P S (e 7g? +2g%cosxy +g* ), (A.138)
w3/2 2
que 'on compare &
M1M2 _
Gi(x) = 52 © g’ Z Apgri(My5)P (Mot) g cos' x (A.139)
p,q,m,1>0
pour obtenir
Ao = 175
Aooro = 7
(A.140)
Agorr = 1
Ago20 = 2.
Expression du second terme
La solution s’écrit donc
1 MlMQ o2
[5572( )WuSﬂ%(Wl)W? o @W/d?’gdbdggbe & x
X Z qurl(Mls)p(MQt)qg2T(1 - COSl X) + 0O (Sktlv k 7é p7l 7é q) ) (A141)
r, >0
ce qui donne
l
(S whw S whwh| = SMPTMET YT A0 () (A.142)
>0

ol (r) = \/E/ dgdb gbe " g? (1 — cos' x). (A.143)
0
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En particulier dans le cas p = ¢ = 0 qui nous intéresse, les valeurs (A.140)
permettent d’obtenir

[sE(whw?, S (whwd],, = 40P (1)
A.144
(1) - 27#11(5)\/? e
A.1.4 Nullité du coeflicient
Comme
boo = |:S5(,Z/])2 (wi)wi, Sé(;)z (W1)W%] .

=[S whwi s (whw? |+

alors (A.101) et (A.144) impliquent

sttt 5

5/2( 2)wi L, (A145)

boo = 4051 (1) — 40 (1) = 0, (A.146)

et par conséquent le coefficient ¢y est nul.
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